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THEORIE  GENERALE 

DES 

SYSTÈMES  D'ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 

LINÉAIRES  ET  HOMOGÈNES. 

INTRODUCTION. 

L'étude  de  l'équation  différentielle  linéaire  et  homogène  d'ordre  n 
d"y  d"-'  y  dy 

(o  d£+Pld^-i---i-/,"-idï+p"r  =  ° 

a  précédé  celle  des  systèmes  de  la  forme 

(A)  -£}  =  anyi  + ...-+-  aiayn. 

Mais,  dans  les  lignes  générales,  les  deux  études  sont  parallèles,  et  même  l'équa- 
tion d'ordre  n  doit  être  rattachée  à  un  cas  particulier  du  système  (A). 

Nous  entreprenons  ici  l'exposition  des  théories  générales  concernant  le  sys- 
tème (A),  du  moins  de  celles  que  l'on  peut  considérer  aujourd'hui  comme  défini- 
tives. Nous  avons  mis  en  relief  la  théorie  des  diviseurs  élémentaires;  elle  est,  en 
quelque  sorte,  l'instrument  qui  nous  sert  dans  presque  toutes  les  questions  pour 
tirer  du  calcul,  d'une  manière  à  la  fois  simple  et  complète,  tout  ce  qu'il  peut 
donner  dans  les  théories  qui  nous  occupent. 

Voici  l'ordre  que  nous  avons  suivi  : 

Chapitre  I.  —  On  démontre  d'abord  que,  si  les  coefficients  a  du  système 

(B)  x  ~^  =  anyi  ■+-■■■  +  ainy„  (i=  i;i,  . .  .,n) 
sont  holomorphes  dans  le  domaine  de  l'origine,  on  peut  intégrer  ce  système  par 

S.  i 


les  séries.  J'ai  démontré  la  convergence  de  ces  séries  dans  les  Annales  de  l'École 
Normale,  en  1886. 

Chaque  groupe  de  séries  yi,  .  .  . ,  yn  qui  satisfait  au  système  (B),  et  plus  parti- 
culièrement au  système  (A),  est  appelé  une  solution  du  système. 

Toute  la  théorie  de  M.  Fuchs  (J.  de  Crelle,  t.  66,  et  J.  ïannery,  Thèse)  sur 
l'équation  générale  de  la  forme  (1)  est  applicable  aux  systèmes  (A)  ou  (B).  Nous 
voyons  d'abord  la  définition  des  éléments  d'une  solution  au  delà  du  cercle  de 
convergence  des  séries,  puis  la  distinction  des  systèmes  de  solutions  en  fonda- 
mentaux et  non  fondamentaux.  Soient  j',,,  .  .  . ,  yni  (t  =  1,  2,  .  . . ,  n)  «solu- 
tions, le  déterminant 

D=  \yJt\  (j,  y  =  1,2,  ...  n) 

al  différent  de  zéro  ou  nul  identiquement,  suivant  que  le  système  de  solu- 
tions est  fondamental  ou  non.  La  démonstration  que  l'on  donne  de  ce  théorème 
s'applique  aux  solutions  définies  avec  la  signification  la  plus  générale. 

En  suivant  pas  à  pas  la  théorie  de  M.  Fuchs,  on  démontre  la  proposition  de 
Liouville 

D  =  GeS(2aii)dxi 

et,  comme  corollaire,  on  prouve  l'existence  des  systèmes  fondamentaux;  on 
montre  la  transformation  d'un  système  fondamental  dans  un  autre  ;  on  donne 
l'expression  de  la  solution  générale  du  système  (A)  au  moyen  des  éléments  d'un 
système  fondamental. 

On  voit  ensuite  comment  la  connaissance  d'une  solution  permet  de  réduire  le 
nombre  des  équations  (A)  d'une  unité.  Les  conséquences  intéressantes  de  ce 
calcul  sont  mises  en  lumière.  Nous  avons  ajouté,  ce  qui  nous  paraît  nouveau,  la 
comparaison  des  deux  méthodes  de  simplification  de  l'équation  (1),  lorsque  l'on 
traite  directement  cette  équation  comme  l'a  fait  M.  Fuchs,  ou  lorsqu'on  la  con- 
sidère comme  procédant  d'un  cas  particulier  du  système  (A). 

En  résumé,  le  premier  Chapitre  contient  les  principes  essentiels  de  la  théorie 
des  systèmes  (A),  et,  comme  cas  particulier,  ceux  de  la  théorie  de  l'équation  (1). 

Chapitre  II.  —  En  1 858,  M.  Weierstrass  publia  un  premier  Mémoire  sur  les 
formes  quadratiques.  Dix  ans  après,  le  même  illustre  géomètre  publia,  en  appa- 
rence, la  suite  de  la  théorie  commencée,  mais,  en  réalité,  jeta  les  fondements  d'une 
théorie  nouvelle  d'une  portée  plus  générale  que  celle  des  formes  quadratiques. 
Le  Chapitre  II  est  entièrement  consacré  à  l'exposition  des  idées  de  M.  Weier- 
strass, sous  le  titre  de  Théorie  des  diviseurs  élémentaires. 

Mais  la  théorie  de  ces  diviseurs  n'est  pas  établie  sans  difficulté  dans  le  Mémoire 
de  1868.  D'un  autre  côté,  MM.  Darboux  et  Jordan  reprenaient  en  France  l'étude 
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des  formes  quadratiques  et  bilinéaires  {Journal  de  Mathématiques  pures,  1874). 
Nous  avons  pris  la  méthode  parfaite  de  M.  Darboux,  et  nous  l'avons  appliquée 
aux  formes  bilinéaires  dans  deux  Mémoires  successifs  ('). 

Le  Chapitre  II  renferme  seulement  les  principes  nécessaires  et  suffisants  pour 
l'étude  des  équations  (A). 

Des  tentatives  d'application  de  la  théorie  des  diviseurs  élémentaires  aux  sys- 
tèmes différentiels  ont  été  faites  par  divers  auteurs.  Nous  croyons  qu'aucun  n'a 
fait  une  application  aussi  générale  et  aussi  systématique  que  celle  que  nous 
présentons  dans  les  Chapitres  suivants. 

Soit 

/>Au-l-?Bit       ...     p\u,-^qBln 


=  [P,Q1 


/)A„i+ïB„i       ...      p^nn^-q^nn, 

un  déterminant  du  degré  n  en  p  elq.  Soit  lu  l'exposant  d'un  diviseur  linéaire 
ap-i^bq  dans  les  mineurs  d'ordre  ro  de  [P,  Q],  ces  mineurs  étant  considérés 
comme  des  polynômes  en  p  et  q,  l'expression 

(ap-±-bq)lv-lvM 

est  un  diviseur  élémentaire  du  déterminant  [P,  Q]. 

Le  théorème  général  auquel  nous  parvenons  est  le  suivant  : 

Pour  qu'une  même  substitution  double  de  la  forme 


Xi  =  Cnix\  -+-  ■ 


Gin.y,i, 


ramène  à  la  fois  les  formes 


aux  deux  formes 


P  =.r,j!  +  ..   +xnyn, 
Q  =  ■S.aijxiyj 

V'=x\y\^-...-^x',ly'n, 


il  faut  et  il  suffit  que  les  déterminants  des  deux  formes 

Q-wP,        Q'-wP' 

aient  mêmes  diviseurs  élémentaires  en  oj. 

En  outre,  et  cette  remarque  est  des  plus  importantes,  il  existe  une  forme 


(')  Annales  de  l'École  Normale  supérieure,  1891  et  18 
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canonique  des  expressions  V  et  Q'  pour  lesquelles  le  déterminant  Q' —  toP'  a 
une  forme  des  plus  simples.  Nous  utilisons  cette  forme  dans  nos  théories  sur 
les  équations  (A). 

Chapitre  III.  —  On  trouve  dans  ce  Chapitre  l'extension  aux  systèmes  (A)  de 
la  théorie  des  points  singuliers  de  l'équation  (i)  donnée  par  M.  Fuchs  en  1866, 
et  qui  procède  d'ailleurs,  comme  idée  première,  des  théories  de  Puiseux  sur  les 
fonctions  algébriques.  Nous  avons  démontré,  au  moyen  de  la  théorie  des  divi- 
seurs élémentaires,  l'existence  d'un  système  fondamental  de  solutions  particu- 
lières jouissant  de  propriétés  spéciales.  Nous  avons  aussi  donné  le  procédé  pra- 
tique de  M.  Fuchs  pour  rechercher  ces  solutions  si  importantes. 

Le  titre  du  Chapitre  III  est  Des  points  singuliers.  C'est,  en  effet,  dans  ce 
Chapitre  que  le  caractère  de  ces  points  est  complètement  déterminé  par  le  mode 
d'existence  des  solutions  dans  leurs  domaines,  et  par  le  rôle  que  jouent  ces 
points  dans  la  reconstruction  des  équations  différentielles  (A). 

Nous  avons  repris,  sous  la  forme  d'un  système  (A),  la  belle  théorie  de  M.  Tan- 
nery  sur  les  équations  (1)  dont  les  intégrales  sont  les  racines  d'une  même  équa- 
tion algébrique.  Nous  avons  achevé  complètement  la  question. 

Chapitre  IV.  —  Comme  conséquence  de  la  théorie  précédente,  la  forme  des 
éléments  des  solutions  d'un  système  (A)  peut  être  déterminée  d'une  manière  gé- 
nérale pour  le  domaine  d'un  point  ordinaire,  ou  singulier  quelconque. 

Mais  on  insiste  d'une  manière  particulière  sur  les  systèmes  dits  réguliers  ou 
canoniques  de  la  forme  (B),  dont  on  s'est  occupé  dès  le  premier  Chapitre. 

Les  éléments  de  toutes  leurs  solutions  sont  composés  linéairement  avec  des 
expressions  de  la  forme 

•r''(A0  +  A!  log;r  -+-.  .  .-+-  A/flog*a7), 

qui  sont  infinies  d'ordre  fini  pour  x  =  o,  et  qu'on  appelle  des  expressions 
régulières,  après  M.  Thomé  (J.  de  Crelle,  t.  74  et  suivants). 

Le  calcul  complet  de  l'intégration  des  systèmes  canoniques  a  été  donné 
par  M.  Horn  (Mathematische  Annalen,  XXXIX  Bd).  Nous  exposons  cette  belle 
théorie  qui  repose  encore  sur  la  théorie  des  diviseurs  élémentaires. 

Le  germe  du  principe  employé  par  M.  Horn  est  déjà  dans  les  travaux  de 
M.  Frobenius  («/.  de  Crelle,  t.  74  et  suivants).  On  le  trouve  presque  complète- 
ment développé  dans  un  remarquable  travail  de  M.  Griinfeld  (A-.  Ak.  JT'ien, 
1888). 

Ne  manquons  pas  de  faire  observer  que  tout  le  Chapitre  IV  établit  la  différence 
essentielle  entre  le  cas  particulier  du  système  (A)  qui  conduit  à  l'équation  (1)  et 
le  cas  général. 
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Chapitre  V.  —  Nous  espérons  avoir  résolu  l'importante  question  suivante  : 
Quels  sont  tous  les  systèmes  réguliers?  Nous  avons  montré  que  tous  ces  sys- 
tèmes peuvent  se  ramener  par  des  substitutions  simples  à  des  systèmes  cano- 
niques. 

Chapitre  VI.  —  Les  théories  exposées  dans  ce  Chapitre  et  relatives  aux  sys- 
tèmes à  coefficients  simplement  ou  doublement  périodiques  ont  été  d'abord 
développées  par  M.  Floquet  pour  le  cas  d'une  équation  de  la  forme  (i)  {Annales 
de  V École  Normale,  1 883  et  1884).  Nous  étendons  facilement  les  théorèmes  de 
M.  Floquet  au  système  (A),  en  nous  servant  toujours  de  la  féconde  théorie 
des  diviseurs  élémentaires. 

Nous  avons  ajouté  à  la  théorie  générale  quelques  belles  pages  de  M.  Picard 
(J.  de  Crelle,  Bd.  90)  sur  un  système  à  coefficients  doublement  périodiques. 

Chapitre  VII.  —  Nous  avons  mis  ici  à  contribution  M.  Léo  K.œnigsberger 
{Lehrbuch  der  Théorie  der  Differentialgleichungcn,  Leipzig,  G.  Teubner, 
1889).  Ayant  à  étudier  les  systèmes  homogènes,  mais  réductibles  aux  systèmes 
linéaires,  nous  avons  surtout  développé  la  réduction  des  équations  différentielles 
algébriques  à  des  équations  du  premier  ordre. 

Enfin,  dans  ce  même  Chapitre,  nous  montrons  que  la  théorie  générale  de 
M.  Fuchs,  si  belle  qu'elle  soit,  n'empêche  pas  le  développement,  mais  au  con- 
traire vient  à  l'aide  de  théories  parallèles,  plus  utiles  à  divers  points  de  vue  par- 
ticuliers. Ainsi,  nous  donnons  la  magnifique  théorie  de  M.  Darboux  sur  l'inté- 
gration des  systèmes  (A)  par  les  intégrales  des  systèmes  {Comptes  rendus,  1880). 
Cette  question  nous  a  amené  à  dire  quelques  mots  de  la  Théorie,  si  connue  au- 
jourd'hui, de  M.  Appell  sur  les  fonctions  invariantes  et  les  invariants  des  sys- 
tèmes (A). 

Il  ne  nous  a  pas  paru  enfin  inutile  d'ajouter  quelques  notes  élémentaires  sur 
la  théorie  des  déterminants. 

Observations.  —  Les  théories  générales  étudiées  dans  les  divers  Chapitres 
servent  en  quelque  sorte  d'introduction  à  la  grande  question  des  systèmes  (A)  à 
solutions  algébriques.  On  sait  déjà  que  le  nombre  des  points  singuliers  est  li- 
mité, que,  pour  chaque  domaine,  les  éléments  des  solutions  doivent  être  régu- 
liers et  sans  logarithmes.  On  pourra  se  rendre  compte  facilement  du  degré  d'a- 
vancement de  cette  question  en  relisant  les  remarquables  Mémoires  de  M.  Goursat 
sur  la  Théorie  des  équations  différentielles  linéaires. 
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CHAPITRE  I. 

PRINCIPES    GÉNÉRAUX. 


1.   Le  système  d'équations 

(A) 


=  «n  Ji  +  .  ■■-+-ai„yn, 


dyn 

dx 


aa\.yx-^-...^-annyn 


est  dit  un  système  d'équations  différentielles  linéaires  et  homogènes  à  une 
variable  indépendante  x  et  à  n  inconnues  yt ,  y2,  .  . . ,  yn  lorsque  les  coefficients 
a,, ,  «|„,  . . .,  ann  sont  des  fonctions  analytiques  de  la  variable  x.  Nous  étudierons 
d'abord  les  systèmes  de  celte  forme  auxquels  on  peut  ramener  les  systèmes  de 
forme  plus  générale,  comme  on  le  verra  par  la  suite  (Chapitre  VII). 
Nous  représenterons  aussi  un  système  de  la  forme  (A)  par  la  notation 


(A') 

dyj_ 

dx 

=  an 

ou  par  la  notation 

(A") 

dyi 
dx 

ainyn  (i  =  i,  2,  3,  .  .  .,  n), 


■■^ai/yj 


(i,  /  =  i,  2,  .  .  . ,  n). 


2.  Supposons  que  les  coefficients  a  aient  une  définition  analytique  dans  une  ré- 
gion du  plan  à  contour  simple,  que  nous  appellerons  T,  et  qui  peut  aller  à  l'infini. 

Nous  supposerons  que  ces  coefficients  soient  uniformes  dans  la  région  (ou  que 
l'on  ait  ramené  l'étude  de  ces  coefficients  à  celle  de  fonctions  uniformes).  Nous 
admettrons,  en  outre,  que  ces  coefficients  soient  continus  en  tous  les  points  de  la 
région  T,  sauf  en  certains  points.  Ces  points  particuliers,  isolés  les  uns  des 
autres  et  généralement  en  nombre  fini,  seront  appelés  les  points  singuliers  des 
fonctions  a. 

La  variable  x  ayant  d'abord  une  valeur  x0  dite  initiale  et  représentée  par  un 
point  dans  le  plan  des  x,  on  suppose  que  cette  variable  décrive  un  chemin  quel- 
conque allant  du  point  x0  à  un  autre  point  quelconque  de  la  région  T.  Dans  ces 
conditions,  il  s'agit  d'abord  de  déterminer  si,  au  moyen  des  équations  (A),  on  peut 
définir  n  fonctions  analytiques  y,,  y2,  ...,  yn  ayant  chacune  une  valeur  bien 
déterminée  pour  chaque  point  du  chemin  décrit  par  la  variable  x.  C'est  le  premier 
problème  que  nous  aurons  à  traiter. 
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Pour  répondre  à  cette  question,  nous  allons  montrer  qu'on  peut  généralement 
intégrer  le  système  (A)  par  les  séries. 

3.   Pour  éviter  plus  loin  (Chapitre  IV)  des  répétitions,  considérons  de  suite  le 
système 

(1)  (a?  —  a)-j£  =anyi  +  ...  -hainyn  (i  =  1,  2,  . . .,  n) 

et  supposons  que  les  fonctions  ai,,  ...,  ai,,  soient  holomorphes  dans  un  certain 
domaine  du  point  x  =  a.  Pour  simplifier  l'écriture  nous  poserons  x  =  a  -+-  x', 
de  sorte  que  les  fonctions  a,,,  ...,«,-„  seront  holomorphes  dans  un  certain  domaine 
de  l'origine  .r'=  o. 

Nous  écrirons  simplement  les  équations  précédentes  sous  la  forme  (B)  de  l'in- 
troduction, c'est-à-dire  sous  la  forme 

(2)  x-^~  =  aixyK  -+-  ...-+-«,■„  y„  (t'=  i,  2, . . .,  n). 

Les  fonctions  a,-j  seront  développables  en  séries  uniformément  convergentes 
dans  le  domaine  considéré  et  de  la  forme 

(3)  a,j  =  alj^-  xa\j-\-  x^ajj-h. .  . . 

L'origine  sera  un  point  ordinaire  ou  un  point  singulier  suivant  que  tous  les 
coefficients  constants  a°   seront  nuls  ou  non. 

Nous  allons  montrer  qu'on  peut  satisfaire  au  système  (2)  au  moyen  de  n  fonc- 
tions qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

(-(  )  yi=  #''(??  +  xf}  +  •  ■  •+  xk<^f  -(-. .  ■)  =  xrat, 

les  séries  <p,  entre  parenthèses  étant  uniformément  convergentes  dans  un  certain 
domaine  de  l'origine. 

Nous  introduirons  les  valeurs  (4)  des  y  dans  les  équations  (2),  en  tenant  compte 
des  équations,  (3)  et  nous  égalerons  dans  les  deux  membres  les  coefficients  des 
mêmes  puissances  de  x.  Nous  remarquerons  d'abord  que  l'équation 


entraîne  la  suivante 

dy 
dx 


(xÈ^rf)- 


Ensuite  nous  observerons  que  les  équations  (2)  deviennent  après  division  par  xr 

(5)  X~T^  =  ^'ifl-1--  •  •"+"  (a'i — r)  tfi-h.  .  .-+-  Gin^n  (l  =  I,  2,  3,  .  .  . ,  «). 
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L'identification  fournira  d'abord  les  équations 

[  (ajj  —  r)tpî-4-      «î2çS       -h. ..4 
)        «Si??       -i-(a22  —  r)o§  +  ...H 


(6) 


«"«?/" 
«§«<?» 


'nlfl 


as»<fS 


Celles-ci  entraînent  la  condition 


(7) 


F(r)  = 


■  -+-  (««»  —  '")  »»  =  o. 


a!J„ 


Nous  voyons  d'abord  que  le  nombre  /•  ne  pourra  être  que  l'une  des  racines  de 
l'équation  algébrique  de  degré  n 

F.(r)  =  o. 

Si  tous  les  coefficients  a",-  sont  nuls  on  prendra  /■  =  o  et  de  plus  dans  les  équa- 
tions (6)  les  inconnues  a>°,  cp°i  ...,  tp°  pourront  prendre  des  valeurs  arbitraires. 

Soient  r,,  r2,  . ..,  rn  les  racines  de  l'équation  F(/')  =  o  rangées  de  manière 
qu'aucune  des  quantités  r2  —  r,  —  i ,  . .  .,  rn  —  /■,  —  i  ne  soit  nulle  ou  égale  à  un 
nombre  entier  positif.  Cette  condition  sera  remplie  si  les  parties  réelles  ne  vont 
pas  en  croissant  quand  on  passe  de  la  racine  r,  à  l'une  quelconque  des  autres.  La 
quantité  r{  -\-k,  quelle  que  soit  la  valeur  du  nombre  k  entier  et  positif,  n'annulera 
jamais  F(/-). 

Nous  prendrons  /'  =  r,  et  nous  écrirons  seulement  /•  au  lieu  de  r, . 

L'identification  conduit  maintenant  à  une  infinité  de  systèmes  successifs  d'équa- 
tions de  la  forme 


kw''.  = 


(8) 


„\    m*-l   -4-. 


-«—'O?/ 


ain  fn 


(i  =  1,2,3,  ..  .,/!). 


•?1«PÏ 


■?2 


aaTi 


*intn       I 


Ce  système  d'équations  est  du  premier  degré  par  rapport  aux  coefficients  (j>*, 
<p2,  . . .,  tp*  et  permet  de  les  déterminer  en  fonction  des  coefficients  cp  dont  l'indice 
supérieur  est  moindre.  En  effet,  le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues  est 


a%-r-k 


=  F  (/■  +  *'). 


a%n  —  r  —  k 
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Ce  déterminant  ne  pouvant  être  annulé  par  aucune  valeur  du  nombre  entier  et 
positif  /i,  on  pourra  déterminer  de  proche  en  proche  les  coefficients  des  séries  co. 

Dans  le  cas  où  tous  les  coefficients  a°ik  sont  nuls  et  où,  par  suite,  r  est  nul,  les 
quantités  cp°,  <p°,  . . .,  cp°  resteront  arbitraires,  et  tous  les  coefficients  cd*  s'exprime- 
ront finalement  en  fonctions  linéaires  et  homogènes  des«  arbitraires  œ°,  ts°, ...,  œ°. 
En  conséquence  les  valeurs  de  y, ,  y2,  ■  • .,  yn  se  présenteront  sous  la  forme 

et  comme  on  pourra  former  n  groupes  de  valeurs 

?!;>     ?">•     •••     ?Sy  (,/'  =  i,  2,  ••••  »). 

dont  le  déterminant  soit  différent  de  zéro,  on  en  conclut  qu'on  pourra  former 
n  groupes  de  valeurs  correspondantes 

YU—  t??/~i~  a:i?i7"t"a?2?!7"t"'  •  •  (',  ./  =  i,  2,  .  .  . ,  «), 

et  entre  les  n-  éléments  yy,  on  ne  pourra  pas  établir  de  relations  simultanées  et 
identiques  de  la  forme 

Ci  yn  -+-...  -+-  C„y,n  =  o  (  i  =  t ,  2,  ...,/!  ), 

ou  de  la  forme 

Gi7i;-*-Gïy!yH-...+  C„y„y=  o  (/  =  I,  2,  .  ..,  /!) 

à  coefficients  Ci ,  C2,  . . . ,  C„  constants. 

à.  Démontrons  que  les  séries  cp  obtenues  dans  le  numéro  précédent  sont  uni- 
formément convergentes  dans  un  certain  domaine  de  l'origine. 

Appelons  p  le  rayon  d'un  cercle  ayant  pour  centre  l'origine  et  dans  lequel  les 
séries  a, -y  soient  toutes  convergentes,  même  aux  points  situés  sur  la  circonférence. 
On  pourra  prendre  ce  nombre  p  assez  petit  pour  que  le  module  \af ■lof-  d'un 
terme  quelconque  afjXV-  des  séries  a  soit  aussi  petit  que  l'on  voudra,  pourvu  qu'on 
laisse  de  côté  les  premiers  termes  «"•  pour  lesquels  on  a  \x  =  o. 

Posons 

—  G,-  =  a\x  tpf-1  -+- . . . -+■  afno%  (  «  =  r ,  2,  . . . ,  7i ), 

de  sorte  que  les  équations  (8)  s'écriront 

a»,  tp* +  ...-(-(«?:—  r  —  *)cp*+...-+-a»jC?*=  Gc  (t  =  i,  2,  . . .,  ra). 

Tirons  de  ces  équations  la  valeur  de  l'une  quelconque  des  inconnues  tu*,  nous 
aurons 

F(r+A)if*=41Gi  +  ...+  A„G„, 
S.  2 
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A,,  A2,  ..  .,  A„  représentant,  au  signe  près,  des  déterminants  mineurs  du  premier 
ordre  du  déterminant  F(r  +  k). 
On  peut  écrire  cette  équation 

F(>--+-  *)<??p*  =  A,G1?''  +  . . .+  ^G^p*. 

Or  nous  aurons 

—  G,  p*  =        a/j  p .  of-  '  p'-- •  H- ...  -t-  a,!„  p .  o*-  '  p*-' 
-+-  a?, p2.of~2  pA'-2-H. . .-)-  a?  p2.c?£-2  p'''-2 


-l-        afftp*.epî        -)-... -H  af;tp*.cp». 
Un  terme  quelconque  de  cette  somme  est  de  la  forme 

o"-  oC-.<!>*"-!ip*-[S 

ij  '        '  i       ' 

et  a  est  au  moins  égal  à  i . 

Appelons  afj  et  Yf^  "es  modules  de  a.f:  et  de  y'j~V-pk~v-.  Le  module  de  G,p* 
sera  inférieur  à  la  somme 

(     i  =  i,  2,  3,  . . .,  n, 

^a-ïjtf-V-  où  j    y  =  [,2,3,...,n, 

(    [i  =  i,  2,  3,  . . .,  k. 

Mais  pour  une  valeur  donnée  de  p  et  pour  [ji  >  o,  les  modules  a.f:  ont  une  valeur 
maximum  a.  De  plus,  pour  les  valeurs  de  y.  de  i  à  A-,  l'une  des  quantités  i*-!1  est 
plus  grande  que  les  autres.  Désignons-la  par  à.  Le  nombre  des  termes  de  la  somme 
étant  nk,  le  module  de  la  somme  G,p*  sera  inférieur  à  nko.>b. 

Appelons  maintenant  8( ,  S2,  .  . .,  o„  les  modules  des  déterminants  A,,  A2.  . .  .,  A„, 

le  module  de  la  somme 

A,Gip*+. . . -+-  A„ G„ po- 
sera inférieur  à 

k  n  %'b  (  o,  -i-  à)  -+- . .  .  -4-  o„  ). 

Soit  aussi  o  le  module  de  F(/'-f-  A")  on  aura  pour  le  module  d^  de  »*p* 

\    o  o  o     / 

Mais  -s-i  est  le  module  de  la  fraction  =— - — ^— ,  et  le  deeré  en  k  du  numérateur 

S  F(/-  +  /lj  " 

est  au  plus  égal  au  degré  du  dénominateur.  On  peut  donc  prendre  k  assez  grand 
pour  que,  à  partir  de  cette  valeur  de  A  et  pour  toutes  les  valeurs  de  A"  plus  grandes, 
le  module  de  la  fraction  diffère  de  sa  limite  /, -d'une  quantité  s,  aussi  petite  qu'on 
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voudra,  et  que  ce  module  s'approche  constamment  de  sa  limite  quand  k  augmente 
indéfiniment. 

On  aura  alors  pour  cette  valeur  de  k 

Soit  L  la  plus  grande  valeur  de  la  parenthèse  obtenue  en  prenant  tous  les  s 
positifs  ;  on  aura 

<j>/[-<  naibh. 

Cela  posé,  on  peut  prendre  p  assez  petit  pour  que  /?aL  soit  un  nombre  plus 
petit  que  l'unité.  En  effet,  on  peut  prendre  o  assez  petit  pour  que  a  soit  rendu 
aussi  petit  que  l'on  voudra.  On  aura  donc,  pour  cette  valeur  de  p,  et  pour  toute 
valeur  plus  petite, 

P 

p  étant  un  nombre  plus  grand  que  l'unité. 

Si  ensuite  on  remplace  k  par  k :  -f-  i ,  k  +  2,  . .  .,  on  ne  pourra  pas  augmenter  la 

valeur  de  L  et,  par  suite,  celle  de  naL  ou  de  —  •  On  aura  donc 
1  P 

4»*+*-<-  (£'=1,2,...;»). 

Il  résulte  de  là  que  les  modules  des  termes  des  séries  a  seront,  à  partir  d'un 
certain  rang,  moindres  qu'un  nombre  déterminé  pour  toute  valeur  de  x  dont  le 
module  sera  au  plus  égal  à  p.  Les  séries  a  seront  donc  uniformément  convergentes 
à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  p  ayant  son  centre  à  l'origine. 

5.  Nous  ne  retiendrons  pour  le  moment  que  la  conclusion  suivante  du  théorème 
que  nous  venons  de  démontrer. 

Si  les  coefficients  aij  du  système  d'équations  différentielles  linéaires  et  homo- 
gènes 

(A)  .         "rite==2a'm'  (/,y  =  i, 2,  ...,») 

/ 

sont  des  fonctions  holomorphes  dans  un  domaine  du  point  x  =  a  (c'est-à-dire 
dans  un  cercle  d'un  rayon  suffisamment  petit  ayant  son  centre  au  point  x  =  a), 
la  variation  continue  du  point  x  =  a  à  un  point  quelconque  x  situé  dans  ce 
domaine  à  une  distance  suffisamment  petite  3  du  point  x  =  a  détermine  n  fonc- 
tions j'( ,  y-2-i  ...,yn  holomorphes  dans  ce  domaine  o,  et  pouvant  prendre  au 
point  x  =  a  des  valeurs  a°,  a°,  .  . .,  a"  complètement  arbitraires. 
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Ces  n  fonctions  y{,  y2,  . . . ,  yn  forment  ce  que  nous  appellerons  une  solution 
du  svslème  (A). 

6.  La  définition  d'une  solution  peut  être  étendue  au  delà  du  domaine  considéré. 
En  effet,  dans  le  domaine  3  du  point  x  =  a,  faisons  varier  x  depuis  x  =  a 

jusqu'à  un  point  x  =  b  situé  dans  ce  domaine.  Les  n  fonctions  y, ,  y-2,  ■ ..,  yn 
ayant  d'abord  les  valeurs  u",  a°,  . . .,  o°  arriveront  au  point  b  à  des  valeurs  géné- 
ralement différentes  (cp')',  ...,  (<?,")'■  Déterminons  un  domaine  du  point  x  =  b,  au 
moyen  d'un  cercle  d'un  certain  rayon  ayant  son  centre  en  ce  point,  et  de  telle 
manière  que  les  théorèmes  précédents  soient  applicables  de  nouveau;  on  fera 
passer  x  du  point  x  =  b  au  point  x  =  c  situé  dans  le  second  domaine,  mais  non 
nécessairement  dans  le  premier.  En  ce  point  c  on  répétera  ce  que  l'on  a  fait  poul- 
ie point  b,  etc.,  et,  par  suite  : 

Si  les  fondions  atj  sont  uniformes  dans  une  partie  du  plan  limitée  par  un 
contour  simple,  ou  même  dans  tout  le  plan,  et  continues  en  tous  les  points  de 
cette  région  sauf  en  des  points  isolés,  la  variation  continue  dex,  d'un  point 
x  =  a  à  un  point  quelconque  de  la  même  région,  sur  un  chemin  quelconque 
situé  dans  la  région  et  ne  passant  par  aucun,  point  singulier,  déterminera 
n  fonctions  y  i,  y  »,  •  ■  -,yn  uniformes  clans  toute  région  du  plan  qui  ne  con- 
tient aucun  point  singulier  et  continues  en  tous  les  points  du  chemin.  Ces 
fonctions  satisferont  au  système  d'équations  (A)  et  pourront  prendre  au 
point  x  —  a  des  valeurs  a°,  .  .  . ,  es"  arbitrairement  choisies. 

C'est  à  l'ensemble  de  «  fonctions  ainsi  définies  pour  la  région  T  que  nous  don- 
nerons dorénavant  le  nom  de  solution. 

7.  On  appelle  système  de  solutions  l'ensemble  de  n  solutions  définies  pour  les 
mêmes  variations  de  x.  Les  solutions  d'un  système  ne  diffèrent  donc  que  par  les 
valeurs  initiales  de  leurs  éléments. 

Soit  D  le  déterminant 


.»'ll        .121 

yn   y ïi 


y  m   y-!* 


y  ni 
y  m 


y  un 


des  éléments  d'un  système  de  solutions  représentées  par  les  n  groupes  de  fonc- 
tions 

y  m,    ••-,   y  nj  (j  =1,2,  ...,«)• 

Nous  dirons  que  le  système  est  fondamental  si  le  déterminant  D  n'est  pas  iden- 
tiquement nul. 
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Les  systèmes  fondamentaux  étant  d'une  importance  capitale  dans  nos  théories, 
nous  démontrerons  d'abord  qu'il  existe  des  systèmes  fondamentaux  de  solutions. 
Nous  savons  déjà  qu'il  en  existe,  quand  on  se  borne  à  un  domaine  suffisamment 
petit  du  point  x  =  a  dans  lequel  les  coefficients  «,y  sont  holomorphes  (§  3). 

8.   Démontrons  d'abord  le  théorème  suivant  : 

Le  déterminant  D  d'un  système  de  solutions  quelconques  satisfait  à  la 
relation 

c/logD  =  (au  -+-  n22 +  •  •  •-!-  ci,,,,,)  dx. 
On  a 

Or 


dD 


_  —  V 

dx  ~  2* 


rflu-D 

i  du  , 

?u 

dyu 
dx 

y m     ■ 

dyia 

dx 

y  un 


Mais  on  a  en  général 


dyj_ 
dx 


anyï- 


On  a  donc 

yu    ■■■ 

dyn 
dx 

ym    ■•• 

dyin 

dx 

On  a,  par 

suite, 

yl* 


anym-^- 


■ai„y,n 
■  ainynn 


dD        . 


a„„)D, 


d'où 


c'est-à-dire  enfin 


i_  dD 
D  dx 


S* 


dlogT>=  ("Y"!!) 


dx. 


«i7D. 


9.   Si  l'on  intègre  l'équation  précédente,  on  pourra  mettre  le  déterminant  D  sous 
la  forme 

C  étant  une  constante. 
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De  là  des  conséquences  remarquables.  Si  l'on  se  donne  des  valeurs  initiales 
des  n2  fonctions  y,  telles  que  le  déterminant  D  ne  soit  pas  nul,  la  constante  C  ne 
sera  pas  nulle,  et  le  déterminant  D  restera  différent  de  zéro  tant  que  la  variable 
n'atteindra  pas  un  point  singulier  du  plan  des  x;  or,  nous  avons  écarté  les  points 
singuliers  dans  la  définition  des  fonctions  y.  Donc,  il  existe  une  infinité  de 
systèmes  fondamentaux  de  solutions. 

10.  Toute  solution  du  système  d'équations  (A)  peut  s'obtenir  par  des  com- 
binaisons linéaires  et  homogènes  à  coefficients  constants  des  éléments  d'un  sys- 
tème fondamental  de  solutions. 

En  effet,  soit  un  système  quelconque  de  solutions 

yu,  yij-    ■••-  y  ni  (y'  =  i,a,  •  ••,»)• 

Posons 

Yi  =  Clyn-frC2yiî-+-...-frCnyln  (1  =  1,  2,  . ..,  n), 

Ci,  Co,  .  .  . ,  C„  étant  des  constantes  arbitraires;  il  est  facile  de  vérifier  que  les 
fonctions  Y  constituent  une  solution  du  système  (A). 

Toute  solution  du  système  (A)  peut,  réciproquement,  se  mettre  sous  la  forme 
précédente,  pourvu  que  le  système  de  solutions  d'où  l'on  part  soit  fondamental. 

En  effet,  soit 

yi,n+l,     >'2,«+l,       ■■■,     J'n.n+l 

une  solution  quelconque  du  système  d'équations  (A).  Cherchons  à  déterminer 
des  fonctions  C| ,  C2,  .  .  .,  C«,  X,  telles  que  l'on  ait 

C1JC1+  C»yl2-h. .  .-hlyi,n+i=  o  (z'  =  i,2,  ....n). 

On  prendra  \  arbitrairement  et  l'on  aura  à  résoudre  un  système  à  n  incon- 
nues Ci,  C2,  •  •  • ,  C„.  Ce  système  est  du  premier  degré  ;  le  déterminant  des  coef- 
ficients des  inconnues  est  différent  de  zéro  si  le  système  de  solutions  yi]  est  fon- 
damental. 

Les  inconnues  Ci,  C2,  .  . . ,  Cn  seront  donc  des  fonctions  déterminées  de  \. 

C  ■ 
Je  dis  que  les  rapports  —■  se  réduisent  tous  à  des  constantes.  En  effet,  en  déri- 
vant les  équation  s  précédentes,  on  a 

dG,  dC„        r  dk       „    dya  r    dy,-„       .  dyj,„+\  _ 

•'"  d.r        "'      ^'"   dx       ^''"+ldx  '   dx        '"         "   dx  dx 

Éliminons  -j^-  au  moyen  des  équations  du  système  proposé. 
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iNous  aurons 


°i  ~^zr  -+-■■•  +  w  —7—  -+-  a 


Ci  ( a/iJKl  1  -H:  •  •  +  Cinyn\)  -+-  C2 ( «fl^u  +  ■  ■  •  +  a,iltyn.2 ) 


+  G„(a,-ij'i„  +  . .  .4-  ainyan)  -+-  X(«/i7i,«+i  + •  • .+  a/«/»,«+i) 
=  «(i(G|jKn-i-.. .+  G„jki„+Xé/1,„-i-1)+... 
h-  «/«(Gi^u-h -i-  Cnyatt-hly,hn+i)  =  o. 

Nous  aurons  donc  en  même  temps  les  deux  systèmes  d'équations 

Ciyu-h...+   X   yi,n+i  =  o,  (j*  =  i,  2,  ...,  n) 

tC,  __  rfX 


rn +••■-+-  -r- yi,,i+i  =  o.  (t  =  1,2,  ...,«) 


Ces  deux  équations  déterminent  les  mêmes  valeurs  proportionnelles  des  in- 
connues, en  prenant  pour  inconnues  d'une  part  C(,  C2,  .  •  .,  C«,  "k  et,  d'autre 
part,  rfC(,  rfC2,  .  .  .,  rfC«  et  dk;  il  faut  donc  que  l'on  ait 


ou  encore 


ou  enfin 


G, 

dCi                 dCn 

~  "57            "c7 

Ci 

■=-  =  consL 

~    X 

X 
Si  donc  on  prend  X  égal  à  —  i ,  on  aura  les  relations 

(9)  yt,n+l=  Giyil  H-... -H  C„,Xj„  (t=  1,2,  ...,»), 

linéaires,  homogènes  et  à  coefficients  constants  qu'il  s'agissait  d'obtenir. 

11.  La  démonstration   du    théorème   précédent  entraîne  les  corollaires    sui- 
vants : 

a.   Si  un  système  de  solutions  n'est  pas  fondamental,  il  existe  entre  ses 

éléments  des  relations  linéaires  et  homogènes  à  coefficients  constants  de  la 

forme 

C\yi\  -t- ...  -+-  C„yi,t  =  o  (  i  =  i ,  2,  . . . ,  n ). 

13.  Entre  les  éléments  de  (n-+~  1)  solutions  du  système  (A)  il  existe  toujours 
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un  système  de  relations  linéaires  et  homogènes  à  coefficients  constants  de  la 
forme 

C,//!  ■+- .  .  .+  C„-n  Yin+l  =  O  (  £  =  1 ,  2,  .  .  . ,  71  -t-  l). 

12.  Si  Von  substitue  aux  éléments  d'un  système  fondamental  de  solutions 
d'autres  éléments  déterminés  par  les  relations  linéaires  à  coefficients  con- 
stants 

Yy  =  CjO'il  +  •  •  •  ■+-  CjnVin  (  i,j  =  I,  2,  .  .  .  ,  71), 

on  obtient  un  nouveau  système  fondamental  à  condition  que  le  déterminant 
des  constantes  de  la  substitution  soit  différent  de  zéro. 

En  effet,  soient  P  le  déterminant  des  fonctions  Y,  Q  celui  des  fonctions  y, 
R  celui  des  constantes,  on  a  identiquement 

P  =  QR. 

Or  Q  et  R  sont,  par  hypothèse,  différents  de  zéro  et,  par  suite,  P  est  différent 
de  zéro,  et  les  fonctions  \  forment  un  système  fondamental. 

13.  Substituons  à  des  éléments  d'un  système  fondamental  d'autres  éléments 
déterminés  par  les  relations  à  coefficients  constants 

Y/i*  =  Oh/ai  -h  . . .  -+-  C/, gytl g 

pour  toutes  les  valeurs  de  h  de  i  à  n  et  pour  toutes  les  valeurs  de  k  de  i  à  g\ 

Nous  aurons  le  Tableau 

Y,,       ...      Y», 


Y>„" 
yi,e-+i 


Y, 


y™         ■■■       yna 

Les  éléments  de  ce  Tableau  forment  encore  un  système  fondamental  de  solu- 
tions si  le  déterminant  de  constantes  \cgg\  de  la  substitution  est  différent  de 
zéro.  En  effet,  le  déterminant  des  constantes  peut  s'écrire 


clff 


o     o 
o     o 


et  la  question  est  ramenée  à  la  précédente. 
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14.  Si  l'on  connaît  une  solution  du  système  cV équations  (A),  on  peut  ra- 
mener V intégration  du  système  à  celle  d'un  autre  système  de  même  forme 
ayant  une  inconnue  de  moins. 

Soient  u,,  u-2,  •  •  .,  u„  les  éléments  de  la  solution  connue.  Il  peut  en  exister 
qui  soient  nuls.  Admettons  que  les  éléments  us+\ ,  us+«,  •  •  ■ ,  "«  soient  identique- 
ment nuls,  sans  qu'il  en  soit  de  même  pour  les  éléments  u,,  ui:  .  .  .,  us. 

Substituons  aux  fonctions  y, ,  y2,  .  .  . ,  ys  d'autres  fonctions  qt,  q»,  .  .  . ,  qs  dé- 
terminées par  les  relations 

(  10)  yh  =  uh  q,t  (A  =  I,  2,  .  .  . ,  s). 

Les  s  premières  équations  du  système  (A)  deviendront 

dqh  du/,. 

11,1  ~dx    +  q>'  ~dx   =  "'""'tfi"1--  •  ■+  ahsU.sqs-h  a/llS+iys+t  ■+-...+  a/,„yn, 


ou  encore 


('0 


de/h  _  ii\  I  i     du,, 


«VA  "î  /  i     n u/,  ,  u, 

doc  ii/,  \  u/,    dx  }  J  u/,   ' 

i  i 

•+■  fl/l,s+I  JK.s'H-  1  ■+■  •  •  -+-  ahn  y n  {h— 1,7.,   ....  S). 

U/,  U/L 

Remplaçons ys+k  par  qs+h,  nous  aurons  un  système  en  qu  q.,,  . .  . ,  q„  de  même 
forme  que  le  système  (A)  et  que  nous  écrirons 

(■2)  ■££  =  *nqi  +  ...-hXinq,,  (j'  =  i,  2 n). 

Cela  posé,  remarquons  que  le  système  (12)  admet  la  solution 

q/i  =  1  {h  =  1,  2,  . . .,  s), 

'/sw.  =  0  (£  =  1 ,  2,  . . . ,  n  —  s) .. 

Nous  devrons  donc  avoir,  entre  les  coefficients  a,  les  relations 
(i3)  a-n -+-  a/2  -+-  •  . . +  a-u  =  o  (i  =  1,  2,  . . .,  n). 

En  tenant  compte  de  ces.  conditions,  nous  pouvons  écrire  les  équations  (1  2) 
sous  la  forme 

dqi 

('<))  lfo  =  a^(?2—  <7i)H---.-l-a«(ys—  ?i)  -+-  <*,•.,+,  9,4-1  -H.  .  .-i-a,-,,^,,       (i'=l,2,  ...,«). 

Posons  alors 

(|5)  z/i—qà—qi  {h  =  2, 3,  ...,*), 

(l6)  **+*=  9,-f-ft  £  =  [,  2,   .  .  .,  71  — f), 

S.  3 
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et  retranchons  la  première  équation  des  s  —  i  suivantes.  En  conservant  les  n —  s 
dernières  équations  (i4),  nous  obtiendrons  un  système  de  la  forme 

(,-)  g<  =  A^...+  A^„  (i  =  2,3 n), 

auquel  il  faudra  joindre  l'équation 

(,8)  ^=«„«,+  ...+  ^ 

On  a  en  outre  les  relations 

i    diih       h  k  ,,  t 

(ici)  A/,/,  =  ï/,/,—  -Mil  =  ahh-  —  -^-   -—ai/,  («=  ->-,  o,  -..,«), 

(20)  A,m-/.-,s-+a  =  as+*,s+*=  a.i+lc,s+k  (*  =  i,2,  ...,»  —  *), 

(21)  A;i|J,=  a;,|i-  «i,!  =  J  Oah-  J  Si,,  ((i^  A  =  2,3,  ...,  s), 

(■>■>.)  A/1V=  st/£V—  alv=  —  ff/,v—  —  «iv  (v  =  s -H  1,  ...,«), 

1  23  |  AJ-rA-,a=  *<+/.„u.=  «j+*,|jl  (P-  =  2i  3,  •  ■  -,  s), 

( 2  i  )  A,+/,v/  =  x,.+/,>v  =  «,+/,,v  (v ?£  s  +  *  =  s -h  1 , . . . ,  n). 

Supposons  que  nous  ayons  obtenu  une  solution  Ç2,  Ci-  •  •  •  >  s«  du  système  (17). 
Nous  pourrons  tirer  q,  de  l'équation  (18)  en  effectuant  une  quadrature.  Soit  Q 
une  intégrale  de  l'équation  (18).  Nous  aurons 

!qu=  ï/<-t-  Q, 

qs+k  =  ç.s-t-/o 

et  nous  en  déduirons  la  solution 

[7,=  «iQ, 
(26)  <  J7,  =  "a(U+Q), 

(  7»+/,  =  Çs+A- 

du  système  (A). 

Nous  sommes  donc  ramenés  à  la  résolution  du  système  (17)  de  même  forme 
que  (A.),  mais  où  le  nombre  des  fonctions  inconnues  est  diminué  d'une  unité. 

lo.  Étant  donné  un  système  fondamental  de  solutions  du  système  (17),  le 
système  de  solutions  correspondant  des  équations  (A)  est  aussi  fonda- 
mental. 
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En  effet,  soit  A  le  déterminant  des  solutions 

Uj,     hj,     ■■•>     Cnj  (./  =  •?.,...,») 

du  système  d'équations  (17).  Supposons  A  différent  de  zéro  et,  par  suite,  le  sys- 
tème des  solutions  considérées  fondamental. 

L'équation  (18)  donne,  pour  chaque  solution  ;2y,  .  .  .,  £«_/  des  équations  (17), 
une  fonction  Qy-,  et  l'on  peut  former  un  système  de  solutions  des  équations  (A). 
Les  éléments  de  ce  système  forment  le  Tableau 

uu  n2,  . . . ,    us,  o,  . . . ,    o, 

îtlQ„_l,      ïi2(?2»+Q«-l);      •••,      Ustfsn.+  Q.n.-l),      ls+un      •■■>      ?"«• 

Je  dis  que  ce  système  est  fondamental.  En  effet,  s'il  ne  l'était  pas,  on  pourrait 
établir  entre  ses  éléments  des  relations  à  coefficients  constants  de  la  forme 

Cij'tt-H..  ■+  Cnytn  =  o  (1  —  1,1,  ....  /l): 

on  aurait  d'abord 

CiUi-h  C2M1Q14-.  .  .-+-  C„  UiQ„-  1  =  o, 

ou,  puisque  ti,  n'est  pas  nul, 

C,-+-  C2Qi-h.  .  .-t-  C„Q„_,  =  o. 
On  aurait  ensuite 

C,  KA  +  C2K/,(S;/i2-t-  Qt)  +...-(-  C„  «,,(£/,„-(-  Qn-l)  =  o, 

ou,  en  tenant  compte  de  la  relation  précédente,  et  en  divisant  par  ith  qui  n'est 
pas  nul,  on  aurait 

C2£/,2  +  . .  .-t-  C„£/„j  =0  (h  =  2,  3,  ... ,  s). 

On  aurait  enfin 

Cïîf+*,ï  +  . .  .-t-  CnUs-Ht,,,  =  0  (k  =  \,i.  . ..,  n  —  s). 

Ces  deux  derniers  groupes  de  relations  ne  peuvent  exister  que  si  le  système 
de  solutions  des  équations  (1  7)  n'est  pas  fondamental,  ce  qui  est  contraire  à  l'hy- 
pothèse. 

16.  Nous  avons  maintenant  l'indication  d'une  marche  à  suivre  pour  former 
un  système  fondamental  de  solutions  des  équations  (A). 

Soit  une  solution  u{ ,  u2,  ...,  un  du  système  (A).  Formons  un  premier  système 
auxiliaire  d'équations  ne  renfermant  que  n  —  1  inconnues. 
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Soit  une  solution  p*,  v3,  .  . .,  vn  de  ce  système.  Au  moyen  de  cette  solution, 
passons  à  un  deuxième  système  auxiliaire  d'équations  ne  renfermant  que  n  —  2 
inconnues;  au  moj'en  d'une  solution  de  ce  nouveau  système,  passons  de  même 
à  un  système  ne  renfermant  que  /;  —  3  inconnues  et  continuons  ainsi  jusqu'à  ce 
que  nous  arrivions  à  im  dernier  système  réduit  à  une  seule  équation  renfermant 
une  seule  inconnue.  Soit 

—  —  n-  F 

dx 

cette  équation.  Elle  donnera,  par  une  quadrature, 

w  =  Ce/™*, 

où  C  est  une  constante  arbitraire. 

Cette  valeur  de  «',  n'étant  pas  identiquement  nulle,  forme  à  elle  seule  un  sys- 
tème fondamental  du  dernier  système  auxiliaire.  Elle  fournira,  après  une  inté- 
gration, une  nouvelle  solution  de  l'avant-dernier  système  auxiliaire.  On  aura 
alors  deux  solutions  de  ce  système,  et  elles  forment  un  système  fondamental.  Ce 
système  fondamental  permettra  ensuite  de  former,  après  deux  quadratures,  deux 
solutions  nouvelles  du  système  auxiliaire  précédent.  Avec  la  solution  déjà  connue 
on  aura  trois  solutions  de  ce  système  d'équalions  et  ces  solutions  formeront  un 
système  fondamental.  En  remontant  ainsi  de  proche  en  proche  on  obtiendra  fina- 
lement un  système  fondamental  de  solutions  des  équations  (A). 

Le  nombre  total  des  quadratures  à  effectuer  dans  la  suite  du  calcul  est 

n(n  —  i) 

i  -I-  2  -H ...  -1-  (n  —  i)=  — • 

2 

17.  Il  existe  une  relation  simple  entre  les  expressions  des  déterminants  des  sys- 
tèmes fondamentaux  dans  les  systèmes  d'équations  (A)  et  (17).  Soit  D  un  déter- 
minant relatif  au  système  (A)  et  soit  A  un  déterminant  relatif  au  système  (17). 
En  négligeant  les  facteurs  constants,  qui  ne  sont  pas  nuls,  puisque  D  et  A  doivent 
être  différents  de  zéro,  on  a 

D  =  eJ  v     J     , 

/(?A")"'1' 

Or  on  a,  d'après  les  équations  (19)  et  (20), 

»  1    <iuh  uh 

A/j/i  =  a/i/i -, aui  —  (/'  =  2,  o,  . .  .,  s), 

u/i    dx  U[ 

A.S+A-.J+A  =  <ls+k,s+/c  (k  =  1 ,  2,  ...,»  —  *). 
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On  en  conclut 


A22  +  A33-4-.  ..+  A„„: 


Mais,  d'après  la  relation  (i3),  on  a 


'  1    du2  1    das\ 

v«2   dx       "  '      us  dx  I 


u<  1    dut 

dis  —  =  —  alt-\ -j— 

ii\  Ui    dx 


On  a  donc 

A22-t-. . .  -+-  A,,,;  =  (ax 


1    du. 


t    dus\ 
dx  ~r~  us   dx  j 


On  aura,  par  suite, 

i=/(?Air=e/(?"«)%-/;i^- 

d'où 

A  =  Dr1":'"»" .''.', 

ou  enfin 

D    =     A.   «J,     Mj,     ..    .,     U$. 

18.  Comme  première  conséquence,  imaginons  qu'on  donne  d'abord  le  déter- 
minant D  et  qu'on  dirige  le  calcul  de  manière  à  obtenir  le  déterminant  A.  On 
voit  que  D  et  A  ne  pourront  s'annuler  l'un  sans  l'autre,  car  le  produit  ut,  . . .,  us 
ne  s'annulerait  que  si  A  était  infini,  c'est-à-dire  si  la  variable  x  passait  par  un 
point  singulier  des  coefficients  A  et,  par  suite,  par  un  point  singulier  des  coef- 
ficients a.  On  peut  donc  dire  qu'à  un  déterminant  D  d'un  système  fondamental 
de  solutions  du  système  (A)  on  peut  faire  correspondre  un  déterminant  A  d'un 
système  fondamental  de  solutions  du  système  (17),  et  cette  propriété  peut  évi- 
demment s'étendre  aux  systèmes  d'équations  auxiliaires  successifs. 

19.  Comme  autre  conséquence,  on  peut  mettre  le  déterminant  D  sous  la 
forme  d'un  produit  de  facteurs. 

En  effet,  soient  A,,  A2,  .  .  . ,  A„_2  les  déterminants  des  systèmes  fondamentaux 
de  solutions  des  équations  auxiliaires  successives.  On  a 

D  =  A  Ui,  il-,,  . . .,  us, 
A  =  AiC,,  v2,  ..  .,  ty, 

A«-2  =  w. 
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En  multipliant  membre  à  membre,  on  a 

D  =  Ui  u 2  .  .  .  tis  v !  .  . .  ty  .  .  .  <r. 

20.   L'étude  d'une  équation  linéaire  et  homogène  d'ordre  n  de  la  forme 
d"v  d"-ly  d"-"-y  dy 

se  ramène  à  celle  d'un  système  d'équations  linéaires  et  homogènes. 
Posons,  en  effet, 

(2g)  £3=.n-  (A- =  .,2,  :..,«-,) 

et 

(29)  J'=r«- 

Nous  obtiendrons  le  système  d'équations  linéaires  et  homogènes 


Réciproquement,  le  système  (3o)  se  ramène  à  l'équation  (27)  par  les  substitu- 
tions inverses. 


21.   Considérons  l'équation 


,„  .  d"y       pi  dn~iy  pn 

dxn         x    dxn~l  x11  J 


et  supposons  les  coefficients  p, ,  p-2,  ...,pn  holomorphes  dans  le  domaine  de 
l'origine.  On  peut,  par  une  substitution  un  peu  différente  de  la  précédente,  ra- 
mener cette  équation  particulière  à  la  forme  (2)  (§  3).  Ce  calcul  étant  impor- 
tant dès  maintenant,  posons 

y  =  a?B_1  un, 


(3a) 


dZ    =  xn-tUrl_u 
dx 


dx"-1 
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Nous  aurons  d'abord 


du\  _  pi 
dx  ~   x 


Pu 


"■ut 


et  ensuite  nous  obtiendrons  les  deux  équations 

dky         „  i-  , 
dxk 


dk+ly 
dxk+l 


—  xn,-k-ï  Un-Ic-i, 


d'où  nous  tirerons 

(  Il  —  k  —  1  )  x"    "       — — \-x  ,  ,  t- 


<£r      '        «te 


ou  encore 


dun-u  _  Un-l.-i  _  ( n  —  k  —  i)  a,,-/,- 
dx     '         x  x 


Nous  aurons  donc  le  système  d'équations  linéaires  et  homogènes  de  la  forme  (2) 


(33) 


diii 
x  -r-i  =  piiii-h..  . -t-  />«"«, 
dx 

du< 
dx 

du-, 
dx 


du% 

x  -^  =  «2—  2«1> 


du  n 


=  tt/1-1-  («  —  !)"«■ 


22.   11  est  utile,  pour  la  suite,   de  former  l'équation  F(r)  =  o  de  la  forme  (7) 
J§  3),  en  supposant  que  l'on  ait 


p  =  p«  -+- p' x  -+- pw x2 


Celle  équalion  a  la  forme 


(34) 


P'i-r        pï 
1  —\—.r 


P'k 


(n— i)-r  I 


On  remarquera  que  les  mineurs  du   premier  ordre  du  déterminant  que  l'on 
\ient  d'écrire  ne  peuvent  avoir  d'autre  plus  grand  commun  diviseur  que  l'unité. 
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En  effet,  le  mineur 


i       —  i  —  r 


—  (  n  —  2  )  —  /• 


est  égal  à  l'unité. 

Nous  verrons  plus  tard  les  conséquences  importantes  de  ce  fait  (Chap.  IV). 


ÙÏS.   Revenons  à  l'équation  générale 


(27) 


dx"       Jl  dx"-* 


-pnyn, 


qu  on  peut  ramener  au  système 

1  <*y 

(3o) 


dx   -M*  +  — +**?*> 

dyic 


dx 


par  les  substitutions 

(28) 

(29) 


;  Yk-i 


dx''->< 


(k=  2,  3,  ...,«)• 


(k  =  1,  2.  . . .,  n  —  1), 


y  =y>>- 


Le  déterminant  d'un  système  de  solutions  du  système  d'équations  (3o)  peut  se 
mettre  sous  la  forme 


(35) 


dy\ 
dx 


r« 


dy» 


dx"-* 


d"-iy„ 

dx"~* 


S'il  est  différent  de  zéro,  les  n  fonctions  y, ,  y2,  .  .  . ,  yn  sont  linéairement  in- 
dépendantes; car,  s'il  existait  entre  elles  une  relation  linéaire  et  homogène  à  coef- 
ficients constants  de  la  forme 

Cjjci-)-  C2r2  +  ■  •  •+  <Vr«  =  °> 
la  même  relation  existerait  entre  les  dérivées  successives,  c'est-à-dire  entre  les 
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cléments  des  diverses  colonnes  de  D.  Donc  D  serait  nul  identiquement,  ce  qui 
est  contraire  à  l'hypothèse. 

Lorsque  l'on  a  D  ^  o,  les  n  fonctions  y\,y-2,  ..:  ,^«,  qui  sont  appelées  dans 
tous  les  cas  des  intégrales  de  l'équation  différentielle  linéaire  et  homogène 
d'ordre  n,  forment  alors  un  système  fondamental  d' intégrales  de  cette  équa- 
tion différentielle. 

On  a  toujours 

(36)  J)  =  CefPi<ix, 

puisque  la  somme  ~aa  se  réduit  à  pt  dans  les  équations  (3o). 

Si  le  déterminant  D  est  identiquement  nul,  il  existe  entre  les  intégrales^,, 
j'2,  .  .  . ,  y„  au  moins  une  relation  linéaire  et  homogène  à  coefficients  constants. 
En  effet,  d'après  le  n°  11,  il  existe  plus  généralement  n  relations  de  la  forme 

C  r/^i  +      +  C„  d"y" 

(Ï£  =JV:  *  =  ».-  ,...,«-.)• 

Entre  n  -+-  i  intégrales  il  existe  toujours  une  relation  linéaire  et  homogène  à 
coefficients  constants.  En  effet,  d'après  le  même  numéro,  on  a  plus  généralement 
n  relations  de  la  forme 

C'S1---^^-       <*=o,  .;...,»>. 

Nous  énoncerons  encore  les  théorèmes  suivants  : 

a.  Toute  intégrale  d'une  équation  linéaire  et  homogène  d'ordre  n  peut 
s'obtenir  par  une  combinaison  linéaire  et  homogène  à  coefficients  constants 
des  intégrales  d'un  système  fondamental. 

(3.  Si  l'on  substitue  aux  intégrales  d'un  système  fondamental  d'autres 
intégrales  déterminées  par  les  relations  linéaires  et  homogènes  à  coefficients 
constants 

%  =  Ciiyi  -+-. . .+  Ciny„  (»  =  i,2,. ..,«), 

on  obtient  un  nouveau  système  d'intégrales  à  condition  que  le  déterminant 
des  constantes  de  la  substitution  soit  différent  de  zéro. 

Toutes  ces  propriétés  peuvent  se  démontrer  directement.  Les  démonstrations 
directes  sont  très  connues,  surtout  depuis  la  publication  du  premier  Mémoire 
de  M.  Fuchs  sur  les  équations  linéaires  (1866). 

S.  k 
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24.   Soit  u  une  intégrale  donnée  de  l'équation  différentielle  (27)  et,  par  suite, 
soient 

du       d-  u  rf"-'  u 

dx       dx-  dx"-1 

les  éléments  d'une  solution  du  système 
dfk 


(3o) 

Posons 
d'où 


dx 


yk-y  (*  =  2,  3, 


yn=y  =  ut>, 


dy 

-f-     =u 

dx 
dx- 


dv 

du 

dx 

+  vd*' 

d*v 

dx^ 

du  dv           d-  u 
dx  dx           dx- 

d"~xy  dn~1v        n  —  1   du   d"—- 


rf«-i| 


y{       dx"-1   ~~  U  dx"-1  +       1       dx'  dx"-'  """ "  '  "      "  dx"  -«  ' 

Portons  ces  valeurs  dans  les  équations  (3o).  Cherchons  le  coefficient  de  v  dans 
la  première  équation  (3o)  ramenée  à  la  forme 

dv, 

dï-P^  —  •—  *>«?"=  °: 
Nous  trouverons 

d"  u  d ■'-'  u 


—  •  •  .  —  fn  u, 

c'est-à-dire  zéro,  puisque  u  est  une  intégrale  de  l'équation  (27). 

Les  autres  équations  (3o)  seront  identiquement  satisfaites,  en  vertu  même  de 
la  définition  de  l'inconnue  v. 

11  résulte  de  là  que,  si  l'on  élimine  les  variables  y,  ,y2,  ...,yn,  les  équations  (3o) 
fourniront  des  équations  où  entreront  les  seules  inconnues 

dv        d1  v  d"  v 

dx        dx-  dx" 


et,  par  suite,  en  posant 

dv 


=  t,         d'où         v  —    I   t 


,    t  dx, 
dx 
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on  pourra  prendre  pour  inconnues  nouvelles  t  et  ses  dérivées.  Nous  poserons 


t 

=  ta-i, 

fit 

dx 

=  t,l-î: 

d"~*  t 

dx"—2 

—  1,. 

0'abord,  chacune  des  équalions  (3o)  de  la  forme 

dyk  , 

-j-  =yit-\  1  k  =  2,  j,  . . . ,  a  \ 

étant  identiquement  satisfaite,  il  ne  restera  que  la  condition 
ou 

//    dv       du\y       il   dv       du\y-i 

Les  doubles  parenthèses  indiquent  des  puissances  symboliques.  On  a  vu  que 
le  coefficient  de  v  est  identiquement  nul,  et  qu'on  peut  prendre  pour  inconnues 
nouvelles  /,,  /.,  .  .  .  ,  I „_ , . 

L'équation  précédente  prendra  donc  la  forme 

(37)  '—;  =Pl/,  +  ...+  1V-i'«-i. 

Il  est  facile  de  voir  que  l'on  aura 

1    [        n  dû  1 

u  L        \    dje        '        j 

..  1    [        /Un  —  1  )  d2  u  du 

' ■  t      =  ~  \ 7— r  -1-  (  «  —  1  )  Pi  3—  +/>•>«    , 


__  1   1"      «(/t  —  i)...a.i   d'-lit  ( n  —  1)... 3.a.i   d:l~-u. 

"~l~u\         rTâ... («-Ï7   rfo;"-'  ~T~/''    1.7..  .  .(n  —  2)    rf.r"-2  "h"'  •_l_ />»-'"  J  • 

En  conséquence,   le  système  (3o)  sera  ramené  à  un  système  de  même  forme 
renfermant  une  inconnue  de  moins,  soit  au  système 

(38) 

j    dl,, 

f  -j-  =  *k-i  (k  =  i.-i,...,n-  2). 
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d»-*-* t 
dx  ■■'-*-» 


ce  qui  correspond  à  la  formule  (28). 

Comparons  ce  résultat  avec  celui  que  donne  la  théorie  générale.  Remarquons 
d'abord  que  tous  les  éléments 


ll„  =  II,  Uii—l 


du 


doc"-1 


d'une  solution  du  système  (3o)  sont  différents  de  zéro  jusqu'à  un  certain  ordre 
de  dérivation,  par  exemple  jusqu'à 


d'-i  11 


et  même  ce  cas  ne  se  présentera  que  si  u  est  un  polynôme  d'un  degré  en  x  infé- 
rieur à  n  —  1 . 

Dans  la  théorie  générale,  on  pose 


Par  suite,  les  équations 


deviennent 


d'où  l'on  tire 


y  1,  =  ii/tÇ/i- 


djrt 


dut  '/'li. 

-J-  <H.-r    J-   "••  -  "/-K//.-1, 


1    duk 


En  tenant  compte  de  l'équation 


,-  =  u-—,. 


(39) 


dq,,-  _  »/,._! 


dx  u/c 

La  première  équation  (3o)  devient 


(  q/c-i  —'//.) 


du  j  dq  1 


(/.•  =  ■>., 3, ..  ,  n). 
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Par  suite,  à  cause  de  l'équation 
du. 


dx 


■  px «,-+-. .  .-v- pn u„. 


on  a 

dq,  u,  ,  u„ 

(4o)  -f-  =  pt  -  (q2  —  g-i"H-... -+-/>„  —  (qn—Çi). 

(IX  U\  ll[ 

Si  l'on  pose  ensuite 

zk  =  qk—  q\, 

on  aura,  en  retranchant  successivement  l'équation  (4°)  de  chacune  des  équa- 
tions (39),  les  équations 

dzi.         II/.    1  «'  un  , ,  ,. 

</.r  «/,  "1  "1 

formant  un   système   linéaire  et   homogène  an  —  1  inconnues,  auquel  il  faudra 
joindre  l'équation 


7i 


dx 


P*.-f^  +  -  •■  +  />« 


Il  est  évident  maintenant  que  la  méthode  qui  est  particulière  aux  équations  (3o) 
et  qui  conduit  aux  équations  (38),  exactement  de  même  forme  que  les  équations 
données,  doit  être  préférée  à  la  méthode  générale  qui  conduit  simplement  à  des 
équations  linéaires  et  homogènes. 

D'ailleurs,  les  équations  (38)  jouissent  des  mêmes  propriétés  que  les  équa- 
tions en  z  de  la  théorie  générale.  En  effet,  nous  pouvons  montrer  que  si  £,, 
t.2,  .  .  .,  t,t_,  forment  un  sjstème  fondamental  d'intégrales  de  l'équation 

d/"-1  d"-*t  d"~3t 

dx^>  =  Pi;fe^+P2r77^ +---+1 '->'• 
les  expressions 

Yt  =  u,         Y*=uft1dx,         Y«=  uftu—idx 

forment  un  système  fondamental  d'intégrales  de  l'équation 

d"'y  _       dn~ly 


dx"      ri  dx"~ 


-Pny- 


En  effet,  s'il  existait  une  relation  linéaire  et  homogène  à  coefficients  constants 
telle  que 

c1Y,+...+c„y„=o, 

on  en  déduirait  la  relation 

Ci -h  C2/?irfx-f-  G3ft2dx  -h...-y-C,lft,l-idx  =  o, 
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d'où,  en  dérivant, 

C>J,  +  <Vo  +  ...+  C„ /„-,=  .>, 

relation  incompatible  avec  les  hypothèses. 

25.  Résumons  le  paragraphe  précédent.  Sij-,  estime  intégrale  de  l'équation 
différentielle  linéaire  et  homogène 

,      ,  d"  y  cl"-xy 

la  substitution 

y=}'ift  "'•'• 
conduit  à  une  équation 

,  ,  n  d"-'l        _    d"    -/ 

(40  y— —,  =  pi  -!-!—■  +  ••■-!- P»-i«, 

dx"    '  dx  '    l 

linéaire  et  homogène,  d'ordre  /«  —  i,  et,  avec  un  système  fondamental  d'intégrales 
de  l'équation  (4')i  on  peut  former  un  système  fondamental  d'intégrales  de  l'é- 
quation (  27). 
De  l'équation 

_r,    «te 
obtenue  plus  haut,  on  lire 

/  P,  dx  =  —  11  Log/,  -1-  //)[  dx, 

cl,  en   appelant   D|    le    déterminant  D  (équation   35),  correspondant  à   l'équa- 
tion (39),  on  voit  qu'on  aura 

D1=  C/7"D- 

De  l'équation  en  t,  au  moyen  d'une  solution  l,,  on  passe  à  une  équation  en  x 
linéaire  et  homogène  d'ordre  n  —  2,  etc. 

Soient  y, ,  t\ ,  t, ,  . .  . ,  <r  les  diverses  intégrales  supposées  successivement  con- 
nues, on  voit  facilement  qu'on  aura  la  relation 

D  =  Cy"t  t'l~l  ■&}-*...  a. 

On  peut  voir  dans  le  Mémoire  de  M.  Fuchs  les  conséquences  que  l'on  tire  de 
celte  dernière  relation. 
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CHAPITRE  II. 

DES  DIVISEURS  ÉLÉMENTAIRES. 


26.   Représentons  par  [P],  [Q]  et  [P,  Q]  les  déterminants 

An      ...      A,„    |  B|,      ...      B,„  p\n  -+-  q  13 1 1      ...     p Xln-t-  q Bla 


A„,      ■■ 


B„ 


B„„  PAnt-hqBnl 


p\nn-^qBnn 


Le  déterminant  [P,  Q]  est  une  fonction  entière  et  homogène  en  p,  q.  Nous 
n'aurons  à  nous  occuper  que  du  cas  où  cette  fonction  est  du  degré  re,  et  non  pas 
d'un  degré  inférieur;  nous  supposerons  donc  que  le  degré  est  n. 

Ce  déterminant  [ P,  Q]  est  alors  un  produit  de  n  facteurs  linéaires  et  homo- 
gènes, de  la  forme  ap  -+-  bq  et  distincts  ou  non. 

Considérons  au  même  point  de  vue  les  mineurs  des  divers  ordres.  Soit  lu 
l'exposant  du  diviseur  ap  -+-  bq  qui  entre  dans  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
tous  les  mineurs  d'ordre  to.  Soit  /ra+l  l'exposant  correspondant  à  l'ordre  xs  -|-  i . 
L'expression 

(ap-i-  bqYu-'rn+i 

a  été  appelée    par  M.  Weierstrass   un    diviseur  élémentaire  du  déterminant 

[P,Q]- 

27.  Soit  ap  +  bq  un  quelconque  des  diviseurs  linéaires  de[P,  Q].  Nous  oppo- 
serons celte  expression  à  celle  de  diviseur  élémentaire,  chacune  de  ces  deux 
sortes  de  diviseurs  correspondant  à  une  décomposition  spéciale  du  déterminant 
[P,  Q],  comme  nous  allons  le  montrer. 

Les  mineurs  de  l'ordre  xz  du  déterminant  [P,  Q]  sont  du  degré  n  —  ra  en  p  et  q 
et  peuvent  être  décomposés  en  facteurs  linéaires  en  p  et  q.  Je  dis  d'abord  que 
l'exposant  lm  d'un  même  diviseur  linéaire  ap  +  bq  ne  peut  aller  qu'en  décroissant 
quand  l'indice  ts  augmente;  sous  la  notation  lm  nous  comprenons  aussi  l'expo- 
sant /„  du  même  diviseur  linéaire  dans  le  déterminant  [P,  Q],  considéré  alors 
comme  un  mineur  d'ordre  zéro. 

D'abord  tout  déterminant  de  degré  n  —  m  -+- 1  peut  être  considéré  comme  une 
somme  de  termes  dont  chacun,  abstraction  faite  du  signe,  est  le  produit  d'un 
déterminant  du  degré  n  —  m  par  un  élément  de  [P,  Q].  Donc,  tout  diviseur 
commun  des  mineurs  de  degré  n  —  m  doit  être  aussi  un  diviseur  commun  des 
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mineurs  de  degré  n  —  m  -+- 1 ,  et,  par  suite,  aussi,  de  tous  les  mineurs  de  degrés 
supérieurs  à  n  —  m  -j-  i .  En  conséquence,  si  l'un  des  nombres  l0,  l\,  l±,  ■  ■  ■  est  nul, 
tous  les  suivants  sont  nuls. 

Ensuite,  si  l'on  considère  un  mineur  du  degré  n  —  ra+  i ,  ses  dérivées  partielles 
par  rapport  à  p  et  à  q  peuvent  être  considérées  comme  des  sommes  de  termes 
dont  chacun  est  le  produit  d'un  déterminant  de  degré  n  —  et  par  un  terme  de  [P] 
ou  de  [Q];  si  donc  les  mineurs  de  degré  n — m  admettent  le  diviseur  linéaire 
ap  -+-  bq  au  degré  /CT,  le  mineur  de  degré  n  —  m  +  i  et  ses  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  admettront  en  commun  ce  diviseur  linéaire  au  même  degré  l^.  H 
faut  alors  que  le  mineur  de  degré  n  —  uj  +  i  soit  divisible  par  (ap  +  bq)l™+l . 

Soit  lr  le  dernier  exposant  /  qui  ne  soit  pas  nul.  On  aura  les  inégalités 

h>  /,>  h>.  ..>/,-, 
et  l'on  pourra  poser 

/„ — /,  =  (?„,         /, —  £2=  e,,         ...,         l,._i — lr=  er_i,         /,.=  er. 


On  aura  alors 
et 


A>=  eo-t-  ei  ■ 


{ap  -t-  bpy«=  (ap  -+-  bq)c'(ap  ■+■  bg)ei-+- .  .  .-h  (ap  -+-  bq)'r. 

Soient  ensuite  a,  p  -+-  b,  q,  a2p  -+-  b2q,  .  .  .,  amp  -+-  bmq  les  diviseurs  linéaires 
distincts  du  déterminant  [P,  Q].  Soient  /,,,  l'I,  ..  .,  I™  leurs  exposants.  Décompo- 
sons ces  nombres  en  éléments  e  d'après  les  règles  précédentes,  de  sorte  que  l'on 

ait,  par  exemple, 

/'„  =  e'0  ■+-  e\  -t-, . .-+-  e'r.  ( i  =  i ,  -2,  . .  . ,  m  ). 

Le  déterminant  [P,  Q]  pourra  être  représenté  par  le  produit 

11=1,2,      .  .  .,  m, 
j  =  o ,  i ,       ...,/■/. 

Cliacun  des  facteurs  de  ce  produit  est,  comme  nous  l'avons  dit  dès  l'abord,  un 
diviseur  élémentaire  du  déterminant  [P,  Q], 

On  voit  que  chaque  diviseur  élémentaire  est  essentiellement  caractérisé  par 
le  rapport  de  deux  coefficients  a  et  b  et  par  un  exposant  e. 

Nous  montrerons  dans  la  suite  que  chaque  diviseur  élémentaire  est  indépendant 
dans  chacune  de  ses  propriétés.  Nous  pourrons  alors  représenter  tous  les  diviseurs 
élémentaires  dans  un  ordre  quelconque  par  la  notation 

(atp  -hbiq)c>,     (a2p  +  b,qYi (a?p  -h  bpq  )'t. 

Mais    les  indices   i,   2,  ...,  p   n'indiqueront   plus    que    les  diviseurs    linéaires 
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a,p-i-bfq,  ...,  app  +  bpq  soient  nécessairement  distincts.  Plusieurs  pourront 
être  égaux  entre  eux.  On  aura  de  plus 

et  le  nombre  p  sera  égal  ou  supérieur  au  nombre  des  diviseurs  linéaires  distincts. 

28.  Un  diviseur  élémentaire  (ap  +  bq)e  du  déterminant  [P,  Q]  est  dit  simple 
ou  multiple,  suivant  que  son  exposant  e  est  égal  ou  supérieur  à  l'unité. 

Si,  par  exemple,  tous  les  diviseurs  élémentaires  fournis  par  un  même  diviseur 
linéaire  sont  simples,  on  voit  que  le  déterminant  [P,  Q]  sera  divisible  par 
(ap  +  bq)r+'  ;  ses  mineurs  du  premier  ordre  seront  divisibles  par  (ap-\-bq)r,  ..., 
ses  mineurs  de  l'ordre  r  seront  divisibles  par  ap  -+-  bq. 

Si  au  contraire  les  diviseurs  élémentaires  fournis  par  un  même  diviseur  linéaire 
ne  sont  pas  tous  simples,  remarquons  que  nous  aurons 

/0=80  +  e!+...+  e,-, 


lm-\—  607-1=  Ijs=  ea-h.  .  .-h  er, 

lr-i — e,—i=  lr  =  e,., 

et  nous  voyons  que  le  déterminant  [P,  Q]  et  ses  mineurs  d'ordres  successifs  seront 
respectivement  divisibles  par 

(ap  -h  bq)eo+e,+-+er. 
(ap  ■+-  bq)e<+---+er, 


(ap  +  bqYr, 

Les  ordres  de  multiplicité  d'un  diviseur  ap-\-bq,  considéré  comme  diviseur 
linéaire,  ou  comme  diviseur  élémentaire,  sont,  comme  on  le  voit,  deux  nombres 
essentiellement  distincts. 

Ajoutons  une  remarque  : 

Il  n'y  a  jusqu'ici  entre  les  nombres  e0,  e,,...,er  aucune  relation  nécessaire. 
Ce  sont  simplement  des  nombres  entiers  qui  concourent  à  former  les  nombres  /,-, 
/,._,,  . ..,  ^0,  ces  derniers  nombres  allant  toujours  en  croissant,  quand  leur  indice 
diminue. 

29.  Il  y  a  un  lien  très  étroit  entre  la  théorie  des  formes  bilinéaires  et  la  théorie 
des  diviseurs  élémentaires,  et  c'est  précisément  l'application  des  théorèmes  de 
l'une  de  ces  théories  aux  théorèmes  de  l'autre  qui  nous  conduira  à  des  consé- 

S.  5 
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quences  très  importantes  pour  la  théorie  des  équations  linéaires.  Nous  allons, 
par  suite,  nous  occuper  de  ces  questions  spéciales. 
On  dit  que  les  deux  expressions 

(«,  P  =  i,  2,  ...,  n), 
Q  =  SBap;rajrp  ) 

sont  deux  formes  bilinêaires  aux  invariables  x,,  ...,  xn,  y{,  ...,  yn.  Les 
déterminants  de  ces  formes  sont,  par  définition,  les  déterminants  [P]  et  [Q]- 
Faisons  les  substitutions 

i 

aux  déterminants  de  constantes  H  et  K  supposés  tous  deux  différents  de  zéro. 
Les  formes 

?(xu  ...,x,t\yu  ...,yIL)     et     Q(xu  .  . .,  xn\  yit  . . . ,  yn) 

ou,  avec  une  notation  plus  simple,  les  formes 

P(x\y)    et     Q(x\y) 

deviendront 

T>'(x'\y')     et     Q'(x'\y'). 

Nous  allons  montrer  que  les  déterminants  des  deux  formes 

pP-hqQ     et    pP'-hgQ' 

admettent  les  mêmes  diviseurs  élémentaires. 

30.   Supposons  que  l'on  ne  fasse  d'abord   que  la  première  substitution.  Les 
formes 

P(x\y)     et     Q(x\y) 
deviendront 

Pi(.x'\y)     et     Qiix'ly). 

Si  ensuite  on  fait  la  seconde  substitution,  on  obtiendra  les  formes 

P'(tf'iy)    et    Q'(x'\y'). 

Il  suffit  de  démontrer  que  le  déterminant  de  la  forme 

pPi  +  qQi 
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a  les  mêmes  diviseurs  élémentaires  que  le  déterminant  de  la  forme 

/>p-+-?Q; 

car  on  passera,  par  le  même  procédé  de  démonstration,  des  diviseurs  élémentaires 
de  la  forme 

pPi+?Qi 
à  ceux  de  la  forme 

pP'-4-?Q'. 

On  sait,  d'après  la  théorie  des  déterminants,  que  Ton  a 

[P„Qi]  =  [P,Q]xH. 

Donc  déjà  les  diviseurs  linéaires  distincts  des  deux  déterminants 

[P„Q,]     et    [P,Q] 

sont  les  mêmes.  Il  reste  à  faire  voir  qu'ils  fournissent  les  mêmes  diviseurs  élémen- 
taires. Nous  montrerons  pour  cela  que,  si  un  diviseur  linéaire  est  facteur  à  un 
certain  degré  de  multiplicité  dans  tous  les  mineurs  d'un  ordre  donné  de  [P,  Q], 
il  est  aussi  facteur  au  même  degré  de  multiplicité  dans  les  mineurs  du  même 
ordre  de  [Pf,  Q,]  et  réciproquement. 

Représentons  les  mineurs  de  degré  ja  des  trois  déterminants 

[P,Q],     H,     [P..Q,] 
par 

y  et  S  désignant  deux  combinaisons  quelconques  des  nombres  i,  2,  ...,  n  pris 
tx  à  u.  On  a,  d'après  Cauchy  ('),  la  relation 

mi 3  =  T,yi  7?lgt  -t-  T)y2  mjî  -+- ...  -I-  rr;c  mic. 

Le  nombre  c  est  celui  des  combinaisons  indiquées  et  est  égal  à 

n(n  —  1  ) .  .  .(n  —  n  +  i) 
1 . 2 . .  .  pi 

Si  tous  les  mineurs  mgy  admettent  le  même  diviseur  (ap  ■+-  bq)1,  i)i'rs  admettra 
ce  même  diviseur  pour  toutes  les  valeurs  qu'on  peut  donner  à  y  et  3. 

Réciproquement,  si  touslesmineurs  mL$  admettent  le  même  diviseur  («/?  +  bq)!, 

(')  Voir  la  Note  sur  les  déterminants. 
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il  en  sera  de  même  des  expressions 

Mais  le  déterminant  Sr,,,  7)22  •••  'f\cc  est  une  puissance  de  H  et  n'est  pas  nul  ('). 
Donc  m$t,  .  . .,  m^c  admettent  séparémentle  diviseur  (ap  +  bq)1 ,  et  pour  toutes  les 
valeurs  que  l'on  peut  donner  à  S. 

Enfin,  si  les  mineurs  d'un  certain  ordre  de[P,  Q]  n'ont  aucun  diviseur  commun, 
il  en  sera  de  même  des  mineurs  du  même  ordre  de  [P, ,  Q,  ],  sans  quoi  l'on  pour- 
rait démontrer  que  les  mineurs  considérés  dans  [P,  Q]  ont  contrairement  à  l'hy- 
pothèse un  diviseur  commun. 

Il  est  donc  prouvé  que  les  diviseurs  élémentaires  du  déterminant  [P,  Q]  ne 
sont  pas  altérés  par  la  douhle  substitution 

xu   ...,  x„  |  x\,   ...,  x'n,     et    yu   ...,  yn  |  y\,   ...,  y'n. 

31.   Ce  théorème  admet  la  réciproque  suivante  : 

Soient  deux  couples  de  formes  bilinéaires 

P(x\y)     et     Q(x\y) 
et 

P'(x'\y'),     Q!(x'\y'). 

Si  les  deux  déterminants  [P,  Q]  et  [P',  Q']  ont  les  mêmes  diviseurs  élémen- 
taires, on  peut  déterminer  zn2  constantes  h  et  k  telles  que  les  substitutions 

Xi=y2ihijx'j    \ 

\  (t,  j  =  1,  2,  .. .,  n) 

changent  P  en  P'  et  Q  en  Q'. 

Nous  démontrerons  cette  importante  réciproque  par  une  belle  méthode  due  à 
M.  Darboux. 

32.  Soit  une  forme   bilinéaire    aux  in  variables  indépendantes   x<,  ...,xn, 

y<,  •  •  • ,  r« 

P  =  ?,Aapxay$. 

Appelons  X,,  X2,  . . . ,  X„  les  dérivées  partielles  de  P  par  rapport  à  x,,  x2-,  •■■, 
(')   Voir  la  Note  sur  les  déterminants. 
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xn  et  Y4,  Y2,  .  .  . ,  Y„  les  dérivées  partielles  de  P  par  rapport  à  yt,  y2,  .  .  . ,  yn. 
Nous  aurons 

X<=  A/,/,  -+-...  +  A«„j„  ) 


(i  =  i,  2,  .  . .,  «). 


Le  déterminant  formé  par  les  n-  coefficients  A  et  qui  a  l'une  des  deux  formes 

Au      •••     Ai 


A„i 


A„„ 


An      ...     A,(1 
Ai»     ...     A„„ 


est  appelé  le  déterminant  de  la  forme  P. 
On  remarquera  la  relation 


#iXi 


.  h-  xHXn  =  yx  Y,  +  . . .-+-  /.Y»  =  P. 


A,, 

A,„ 

A,„ 
A„„ 

1  i 
"1 

33.  Appelons  B„  le  déterminant  de  la  forme  P  et  formons  toutes  les  expressions 
que  peut  donner  le  déterminant  B0  bordé  comme  nous  allons  l'indiquer.  Posons 


B0  = 


Chaque  bordure,  la  kièmc  par  exemple,  distinguée  par  l'indice  supérieur  k,  est 
obtenue  au  moyen  de  in  arbitraires  formant  deux  groupes  distincts,  soient 
m*,  . . .,  ukn  pour  la  bordure  en  colonne  et  p*,  . . ._,  vkn  pour  la  bordure  en  ligne. 

Développons  Bo  (')  par  la  règle  de  Lctplctce  (2)  en  combinant  les  éléments 
des  9  dernières  colonnes  de  toutes  les  manières  possibles,  de  façon  à  former  des 
mineurs  de  degré  0,  et  en  multipliant  chacun  de  ces  mineurs  par  le  mineur  de 
degré  n  qui  reste  quand  on  a  supprimé  les  9  dernières  colonnes  et  les  9  lignes 
choisies. 

Les  produits  du  degré  n  +  9  que  l'on  obtient  ainsi  renferment  des  paramètres  ç 
provenant  de  toutes  les  bordures  et  sont  du  degré  n  —  9  par  rapport  aux  éléments 
du  déterminant  B0.  La  même  règle  de  Laplace  est  applicable  à  chaque  mineur  de 
degré  n. 


(')  Les  déterminants  B0  pourraient  être  appelés  des  Hessiem  bordés. 
(')   Voir  la  Note  sur  les  déterminants. 
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Donc  Bq  est  une  fonction  linéaire  et  homogène  des  mineurs  d'ordre  9  de  B0 
quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  arbitraires  u  et  v. 

34.  Si  l'on  connaît  le  déterminant  [P,  Q],  qu'on  peut  représenter  parB0(p,  q), 
on  voit  que  la  fonction  Bd(p,q)  sera  entière  et  homogène  en  p  et  q,  et,  si  les 
mineurs  de  degré  n  —  9  de  B0(p,  q)  sont  divisibles  par  (ap  -+-  bq)1,  on  voit  que 
Bf)(p1q)  sera  divisible  pav  (ap -{- bq)1 .  On  peut  d'ailleurs  choisir  les  arbitraires 
qui  entrent  dans  Bo  de  manière  qu'il  se  réduise  à  l'un  quelconque  des  mineurs 
de  B0.  Par  exemple,  on  a 


A„ 


A,,/,H 


A*+i,i     .  •  •     Aa+1,^+1     . . 
A«i        ...       A„,/,+  , 


Au,       o 

A,,+  1,„     . 

A„„       o 


An      ...      A,/, 
A/,  i     . . .     Aw. 


Donc,  pour  qu'un  diviseur  (ap  +  bq)1  soit  commun  à  tous  les  mineurs 
d'ordre  0  de  [P,  Q],  il  faut  et  il  suffit  qu  'il  divise  la  fonction  Bo(/?,  q)  corres- 
pondante, quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  arbitraires. 

On  pourrait  en  conséquence  définir  les  diviseurs  élémentaires  de  [P,  Q]  au 
moyen  des  déterminants  Bo(/>,  q). 


35.   La  première  forme  Bq  est 


En  la  développant,  on  a 


A,, 


A/;1     ...     A„„     u\ 


!--I>;  Sv 


Si  l'on  retranche  de  la  dernière  colonne  les  autres  multipliées  par^,  y2,  . ..,  y„, 
puis  ensuite  que  l'on  retranche  de  la  dernière  ligne  les  autres  multipliées  par  xt, 


B,= 


Vn 


A,„ 


u\  —  Xi 


A„,         ...         Ann 
•}—  Y,     ...     vla—  Y«     ...     —  (u\xi+----hu}lxll)-(v\yl^-...^-v,\y„)  +  (z-lX1-h...-hxnX„) 
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Si  l'on  remplace  alors  les  arbitraires  u  et  v  par  les  dérivées  X,  Y  de  la  forme 
bilinéaire  P,  on  aura 

B!  =  -B„P. 

Cette  formule  permet  d'exprimer  P  en  fonction  de  B,  et  de  B0. 

36.  La  fonction  Bq+i  est  liée  à  la  fonction  Be  par  la  relation  simple 

Rfi      _       Y  ,.9-M, .8+1  dB0  . 

37.  La  dernière  fonction  Bq  est  B„,  car  toutes  les  fonctions  suivantes  B„+„-  se 
réduiraient  à  zéro. 

On  a 


Bre  =(-!)'< 


38.  Étant  donné  un  déterminant  quelconque 

et»      ...     a,„ 
a,,i      ...      ann 


on  démontre,  dans  la  théorie  des  déterminants  ('),  que  l'on  a  toujours 

dA       d\  à\      dA    _  d2  A 

dxrs  daris,        ày.,.l5  àxrSt  da,.s  da,.,*, 

Cette  proposition  va  nous  être  du  plus  grand  secours  dans  le  calcul  que  nous 
allons  entreprendre. 

Nous  appliquerons  ce  théorème  à  des  fonctions  telles  que  Be,  que  nous  repré- 
senterons par  la  notation 

B(k»,  ...,  m9;  i>\  ...,  p6), 
ou  par  la  notation 

B(w8;,>9), 

en  n'indiquant  que  les  éléments  les  plus  indispensables. 
Introduisons  dans  notre  calcul  l'expression 

Bo  =  B(  w-8,  X;  V-®,  Y), 


(•)  Voir  la  Note  sur  les  déterminants. 
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qui  se  tire  de  B„_e+(  en  remplaçant  les  éléments  de  la  dernière  bordure  par  les 
dérivées  partielles  de  la  forme  P. 
Nous  aurons 

R0  =  BO",  X;  V,  Y)  =  o. 

Appliquons  le  théorème  rappelé  plus  haut  à  l'expression  Re,  nous  aurons 

B(w"-«;  k»-9)  B(W-6-i,  X;  i>«-0-i,  Y)  -  B(«"-9->,  X;  e»-8)  B(«»-8;  p«-9-i,  Y) 

=  B(î««-«->;i'«-«-')B(;(«-0,X;  i"'-r'.  Y), 

et,  si  nous  posons 

B(«*-8-i,  X;  (>*-8)=  Ue+i, 

B(K«-8;  ob-8-1,  Y)  =  Ve+i, 

nous  aurons  la  formule 

Re+iBn-0— Ue+iVe+i=  B«-e-iRo. 

ou,  en  changeant  0  en  f)  —  i , 

ReB„_o+)  —  UoVq=  B„_oRo-i. 

Appliquons  cette  formule  plusieurs  fois  de  suite  et  ajoutons  à  ces  résultats  une 
identité  déjà  démontrée,  nous  aurons 

R,B„    —  U,V,  =  o, 
R2B„_i—  U2V2=  RiB„_2, 


R„B!     -U„V„=R„_1B„, 
P  B0  =-R„. 


Nous  pouvons  écrire  ces  équations  sous  la  forme 

Ri  UiV, 

B„_!  ~  B^B,,.,' 

R2    '_       Us  V2  R, 

B^  ~~  B„_iB„_2  +  B„_,' 

R«   _  U„V,t        Rra-i 
B0    ~   B,B„  +     B,    ' 

-'-*■ 

et,  en  ajoutant,  nous  aurons  la  relation 

u,v,  U2V2  u„v;î 


(4a)  P=- 


B/^B/i— i         B^_i  B/i-2  Bj] 
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39.  Les  fondions  U&  et  Va  sont  respectivement  des  fonctions  linéaires  des  X 
et   des  Y,  et  ne  renferment  respectivement  que  les  variables  y ,,  . .  . ,  yn  ou 

Les  expressions  B<t  sont  des  constantes  qui  dépendent  des  valeurs  attribuées 
aux  arbitraires  u  et  v.  Arous  concluons  de  là  qu'il  y  a  une  infinité  de  manières 
de  ramener  une  forme  linéaire  (P)  à  la  forme 

(43)  2A'aaa;«r«  (a=i,2,  ...,n). 

Cette  proposition  correspond  à  la  réduction  d'une  forme  quadratique  à  une 
somme  de  carrés. 

40.  Mais  le  calcul  précédent  n'esl  valable  que  si  les  dénominateurs  ne  sont  pas 
nuls.  On  peut  toujours  se  placer  dans  ce  cas  si  B0  n'est  pas  nul,  comme  nous  en 
ferons  toujours  l'hypothèse. 

En  effet,  on  a  « 


B^f  =  -ï«K^^. 


et  l'on  peut  choisir  les  arbitraires  ul)+i  et  p9"1"1  de  manière  que  Be+i  se  réduise  à 

un  mineur  quelconque  — r-^-  de  Bq  (voir  §  3i).  Tous  les  mineurs  -r —  ne  sont  pas 

nuls   si  Bo  n'est   pas  identiquement  nul,   car  Bq  el   son   déterminant   adjoint  ne 
peuvent  être  nuls  l'un  sans  l'autre  ('). 

Donc,  si  B0  n'est  pas  identiquement  nul,  on  peut  choisir  les  arbitraires  «',  <>' 
de  manière  que  B|  ne  soit  pas  identiquement  nul,  puis  les  arbitraires  u-,  c2  de 
manière  que  Bo  ne  soit  pas  identiquement  nul,  etc. 

il.  Si  B0  n'est  pas  nul,  les  fonctions  U,,  ...,U„,  ou  les  fonctions  V( ,  ...,V„, 
sont  linéairement  indépendantes. 

En  effet,  dans  le  cas  contraire,  on  pourrait  par  exemple  poser 

U,  =  C/,Ti  +  ...+  G,vtT4  (s'  =  i,2,  ...,«; /c<ti), 

les  nouvelles  variables  T  étant  indépendantes. 

De  là  on  conclurait  par  l'élimination  de  ces  variables  n  — k  relations  linéaires 
et  homogènes  entre  x,,  x-2,  .  .  .,  x„.  Or,  si  l'on  considère  les  dérivées  partielles 
de  P, 

Y/  =  a1,-.7'i  -(-...+  antxn  (i  =  i,  a,  ...,»), 


(')   Voir  la  Note  sur  les  Déterminants. 

S. 
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et  l'une  quelconque  de  ces  n  — k  relations 


miii  +  . . . 


m,,.r,t  =  o; 


on  pourrait  éliminer  xu  x.>,   .  .  . ,  x„  cl  l'on  obtiendrait  un  résultat  de  la  forme 

GlV1+...+  C,iY„  =  o. 

Ce  résultat  est  incompatible  avec  l'indépendance  linéaire  des  fonctions  Y,  indc 
pendauce  caractérisée  par  la  condition 


En  résumé,  la  forme  I*  peut  être  ramenée,  d'une  induite  de  manières,  à  la 
forme  (43),  et  il  sera  impossible  de  diriger  le  calcul,  de  façon  c/ite  celte 
forme  (43)  renferme  moins  de  variables  indépendantes  c/i/e  P. 

42.   Appliquons  maintenant  les  principes  précédents  à  la  forme  complexe 
<» 

F  =/«-+-<?, 

où  s  est  une  indéterminée  et  où  l'on  a 

Nous  supposerons  que  le  déterminant  de  la  forme/n'est  pas  nul.  Par  suite,  le 
déterminant  de  la  forme  F,  c'est-à-dire 


B0(O  = 


flii«  +  6n      •••     œi«*-+-61;, 


a,i\  s  -+■  b,n     .  .  .     anns  ■+-  bnll 


ne  sera  pas  nul  non  [dus.  Ce  déterminant  sera  même  de  degré  n  par  rapport  à  s. 

Appliquons-lui  le  théorème  de  Gauss  démontré  au  §  35.  Nous  aurons,  avec  la 

notation  du  §  38, 

B(X;Y) 


F  =/*-+-? 


Bo(*) 


=  F(X,  Y,  s); 


de  sorte  que  s  entrera  dans  F  explicitement  d'abord,  puis  implicitement  par  les  X 
et  les  Y.  Si  l'on  considère  pour  un  moment  les  X  et  les  Y  comme  des  arbitraires, 
F  se  présentera  sous  la  forme  d'une  fraction  rationnelle  en  s,  dont  le  dénomina- 
teur est  du  degré  n  et  dont  le  numérateur  est  au  plus  du  degré  n  —  i.  Mais,  si  X 
et  Y  sont  les  dérivées  partielles  de  F,  le  numérateur  pourra  être  du  degré  n  -+■  i . 
Décomposons  cette  fraction  rationnelle  en  une  somme  de  m  fractions  simples, 
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en  nous  servant  de  la  règle  de  Lagrange  qui  consiste  à  chercher,  pour  une  ra- 
cine si  de  B0(5)  =  o,  le  coefficient  de  -  dans  le  développement  de         '""'"       ( '). 

CT  rr  S  S i  —  T   V     ' 

Nous  donnerons  d'abord  à  F  la  forme  générale 


U.Vi 
B„B„_, 


U„V„ 
BiB0  ' 


et  nous  raisonnerons,  sur  un  terme  quelconque  divisé  par  5  —  s, 

_       Uh-6+iV»-6h-i 
(s  —Si—  (T)BgBo-i 

On  a  d'abord,  avec  les  notations  du  §  38, 

a  1 1  s  -+■  b  1  !       ...       o[ns  ■+-  bUl      11  \ 


U„_e-,i=  B(«8-«,X;  (-0-')  = 


X, 


a„i*  -H  6„i 


«„„s  -+-  6„„     m,5     . . .     u'j- 


On  peul  remplacer  la  dernière  colonne  par  une  autre,  obtenue  en  retranchant 
de  celle-ci  les  n  premières  colonnes  multipliées  par  jKoJl'2?  •••>  y>i-  La  nouvelle 
colonne,  écrite  horizontalement  pour  la  commodité  de  l'écriture,  devient 

*.-~,     •••>     x«-^'     -("in  +  —  +'&*),     .--,     -(«^i-K. .  +  «!*.). 
Nous  devons  remplacer  5  par  Sj-+-  n  dans  U„_e+|.  Nous  aurons  alors 
ùF       ,  ,  df        da> 

-r-  =  (Si  -+-  <r)  -p-  H-  — i-  , 

de  sorte  que,  si  maintenant  nous  supposons  que  X  est  la  dérivée  partielle  de  F, 
la  dernière  colonne  deviendra 


(—«—>;& 


(s  — si— a)  -J-,      U',  ...,U°, 


et  le  déterminant,  développé  par  rapport  aux  éléments  de  cette  colonne,  prendra 

la  forme 

U„_8n  —(s  —  Si  —  (7)Mi+M2. 


(M   ToîV  la  Note  sur  la  Règle  de  Lagrange. 
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Les  coefficients  de  U1 ,  . .. ,  U"  sont  des  fonctions  linéaires  des  mineurs  d'ordre 
H  —  i  de  B0,  de  sorte  que  M2  est  au  moins  divisible  par  la  même  puissance  de  cr 
que  Bo_i . 

Quant  à  M,  il  est  égal  à  U,(_6+i  ;  quand  on  a  remplacé  X, ,  .  .  . ,  X„  par 

EL,    ...,    EL. 

(tel  dxti 

C'est  donc  une  forme  de  Bq  et  il  est  au  moins  divisible  par  la  même  puissance 
de  t  que  Bq. 

Soient  /q  et  l$_,  les  exposants  de  n  dans  Bq  et  Bo_|.  On  sait  que  l'on  a 

h-\  >  'o- 
Posons  dès  lors 

h-i—h  =  eo-i, 

ou,  pour  simplifier  l'écriture,  posons  simplement 

^8—i  —  h  =  e. 

On  voit  que  e  est  l'exposant  d'un  diviseur  élémentaire  correspondant  au  diviseur 
linéaire  s  —  Si  de  B0  (s). 
On  pourra  donc  écrire 

U«-0-h  =  (s  —  si  —  i)  j'oîi;  +  ï'o-iM'j, 

M,  et  M!,  n'étant  plus  divisibles  par  u.  On  aura,  en  outre, 

B0      =  <s'i    Be, 
Bo-,  =  cr'o-.Bé_,; 

Bq  et  B0_l  sont  deux  quantités  ne  renfermant  plus  t  en  facteur. 
Cela  posé,  l'expression 


u„_ 

3+iV„_Q-m 

(s  —  s; 

—  <7)BeBo-i 

(*- 

-Si  —  a 

a'-'tM',N; 

devient 

_{*Z 

a'e+'o-iBgB^, 

en  appelant  N',  la  quantité  analogue  à  M',  provenant  du  calcul  de  V,,_o+l,  et  en 
négligeant  cV écrire  les  termes  qui  ne  donnent  pas  de  puissances  négatives 
de  <?. 

On  peut  encore  écrire 

s  —  s,  —  a        M',  N', 
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Or  M',  renferme  linéairement  y, ,  y2,  . . . ,  yn  et  N',  renferme  linéairement  xy , 
.r2.  .  .  .,  ,r„.  ]1  en  sera  de  même  des  coefficients  de  leurs  développements  par 
rapport  à  t.  Soient 

M'.  B        t  ,     , 

VBéBé— t 


i)o  -l-  1 1  <*  -+- 1 1  s 2  -t-  •  •  •  -+-" 


V^ô  Bé-. 
Le  coefficient  de  -  que  nous  cherclions  sera  donc 

—  (s  — S,-)  (Êole-l-H-  •  •-+-  Êe-llo)  "+-  (Êo1e-2  +  -  •  ■  +  ?c-2^o)- 

Nous  poserons,  pour  simplifier, 

Êole-l-K. -H- Êe-i i)o  =  (!*))«■ 

Nous  voyons  ainsi  que,  étant  choisie  la  racine  si,  les  termes  successifs  du  dé- 
veloppement de  — Jt'+a ),  nous  donneront 

*  —  s,-  —  a 

-('-**)  (h)*-*- (El )*-i, 

-(»-«<)  (Si)., -Kto  )..-i, 


Pour  une  autre  racine  s]  nous  aurions 

—  0  —  *i)(ïïi)êj  +  (^V0-i, 

Au  lieu  de  réunir  tous  ces  résultats  en  considérant  les  diviseurs  linéaires  s  —  s,, 
s  —  s'n  . . .,  considérons  les  diviseurs  élémentaires 

(s  — *,)«.,    (s  —  s,)=»,     ...,    (s  —  's9yt, 

et  il  importe  peu  que  les  diviseurs  linéaires  correspondants  soient  distincts  ou 
non,  nous  aurons,  en  ajoutant  tous  les  résultats  obtenus, 

<-P 
F  =/*  +  T  =  -  2  [(«  -  «*)  (h  )«-  (Çi|  ).,-.  ]■ 

On  voit  donc  que  chaque  diviseur  élémentaire  fournit  son  terme  dans  le  déve- 


-Ï6 
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loppement  de  F.  C'est  en  cela  que  consiste  l'indépendance  des  rôles  de  ces  di\ 
seurs  élémentaires  dans  le  calcul  que  nous  venons  de  faire. 


(44) 


•13.   De  la  formule  précédente  on  tire 

j/=-z<&)., 

Il  faut  remarquer  que  l'on  doit  poser 

(£r,  ),._!  =  o         pour         <?  =  o. 

ii.  Les  expressions  \  sont  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  r, ,  ...,ya  et 
les  expressions  y,  sont  des  fonctions  analogues  des  a;(,  .  .  .,  x„. 

Nous  allons  montrer  qu'on  peut  réciproquement  exprimer  j-, ,  x»,  .  .  .,  X„  en 
fonctions  linéaires  et  homogènes  des  ■/)  et  y,,  ^2,  .  .  .,  y„  en  semblables  fonc- 
tions des  £. 

En  effet,  de  l'équation 

on  tire 


/=-S(^)e, 
et,  par  conséquent,  le  déterminant  de  la  forme  2  (£■/)),.  est  égal 


8-1) 


1         ...           0             0 

0        ...        o          o 
o        ...        o        i  — 

o 

—  1 

0 

et  n'est  pas  nul.  Appelons  S  ce  déterminant. 

Si  l'on  fait  le  changement  de  variables  qui  change  les  \  en  y  et  les  7)  en  x,  le 
déterminant  o  sera  multiplié  par  les  deux  déterminants  de  substitution  que  nous 
appellerons  ox  et  Sr.  Mais,  quand  les  variables  sont  x  et  y,  le  déterminant  de 
S(£y|)e  est  celui  de  y  et  est  supposé  différent  de  zéro.  Soit  ot  ce  déterminant,  on 
a  la  relation 

d'où  l'on  conclut  que  ôx  et  or  ne  peuvent  être  nuls  et,  par  suite,  qu'on  peut  ex- 
primer les  a;  en  ïj  et  les  y  en  \. 
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En  outre,  puisque  les  déterminants  ox  et  o7  ne  sont  pas  nuls,  il  y  a  bien  n  fonc- 
tions Ç  et  n  fonctions  r,. 

■4o.  Les  formules  (44)  ont  été  données  par  M.  Weierstrass.  L'éminent  analyste 
leur  a  donné  encore  une  autre  forme  plus  symétrique  que  la  précédente  et  que 
nous  allons  indiquer. 

Soient  g,  h,  g',  h'  quatre  nombres,  entiers  si  l'on  veut,  tels  que  le  déterminant 
gh' —  hg'  soit  égal  à  l'unité,  et  posons 

<p  =        g'P-hh'Q, 
F  =  -  (/*-+-  ?)  =  [(<?P  H-  hQ)sr- (g'P  -t-  A'Q;]. 

Nous  tirerons  de  là 

F  =  (&- g")  P  +  (hs-  h')  Q=pP+qQ, 
en  posant 

ff*  —  g'  =  p, 
hs  —  h'  =  q. 
Nous  aurons,  en  outre, 

ap  ■+■  bq  =  (  a<?  -+-  bh  )s  —  (  a  g'  +  bh'). 

Supposons  que  ap  -+-  bp  soit  un  diviseur  du  déterminant  [[»,  Q]  et  remplaçons  a 
et  /;  par  des  valeurs  proportionnelles,  de  sorte  que  l'on  ait 

ag  -h  bh  =  i , 
ag'  -i-  bh'  =  Si, 
nous  aurons 

ap  -r-  bq  =  s  —  s,-. 

Il  résulte  de  là  que  les  diviseurs  élémentaires  du  déterminant  de  la  forme 
F  =  pP-\-qQ  correspondront  aux  diviseurs  de  la  forme  F=  —  (/s  +o).  Si  l'on 
résout  alors  le  système  d'équations 

ag  -+-  bh  —  i, 

ag'  ■+-  bh  =  s;. 

on  aura,  en  introduisant  un  indice  pour  a  et  b, 

«i  =  h' —  hsi,        bi=  —  g'-\-  gs,-. 
Enfin  les  équations 

gP  +AQ=-/, 

é''P-(-A'Q   =   (B 
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donneront 

P  =  -  h'f  -  Acp  =  2  (a,+  An)  ({11  ),  -  A  2  »Kfr  ).,-  A  2  <  h  ).*-i, 

ou  enfin 

(45)  I 

46.  On  voit  donc  que,  si  P  e<  Q  sont  deux  formes  bilinéaires  telles  que  le 
déterminant  [P,  Q]  ne  soit  pas  identiquement  nul,  si  g  et  h  sont  deux  con- 
stantes  quelconques,  telles  que  te  déterminant  de  la  forme  £'P  +  AQ  ne  soit 
pas  nul,  et  enfin  si  (aip  -+-  biq)ei  est  un  diviseur  élémentaire  quelconque  du 
déterminant  [P,  Q],  on  pourra  poser  les  formules  (45). 

17.  Le  coefficient  de  s"  dans  [  P,  Q]  est  la  valeur  de  [  P,  Q]  pour/?  =  g,  q  =  A  ; 
en  le  représentant  par  [g,  A],  nous  aurons 

[P,  Q]  =  [ g,  A] IX  ( «tP  -  »/ ? )e<  =  [ff.* ]]J (* -  " >C" 

48.  A  un  exposant  e,  correspond  dans  P  un  nombre  e,-  de  termes  multipliés 
par  a;  et  un  nombre  <?,■ —  i  de  termes  multipliés  par  A.  Donc  à  un  exposant  a 
correspondent  iei —  i  termes  dans  P,  et  de  même  ici —  i  termes  dans  Q,  lors- 
qu'on donne  à  P  et  à  Q  les  formes  (45)  qu'on  peut  appeler  canoniques. 

Si  l'on  ae;=i,  le  nombre  des  termes  dans  P  ou  Q  se  réduit  à  l'unité. 

Si  tous  les  nombres  ei  se  réduisent  à  l'unité,  on  aura  le  cas  le  plus  simple  des 

formules  (4^)  sous  la  forme 

P  =  Xafa-w,  j 

1  =  1,2 n). 

Dans  tous  les  cas,  on  pourra  un  peu  simplifier  les  formules  (44)  en  posant 

g  =  \,         A  =  o,         ^''=0,         A' =  i 
si  [P]  n'est  pas  nul,  et 

g  =  o,         A  =  — i,         £•'=!,         A'=o 
si  [Q]  n'est  pas  nul. 

49.   En  résumé,  étant  données  deux  formes  bilinéaires  P  et  Q,  si  le  détei- 
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minant  de  la  forme  pP  -h  qQa  p  diviseurs  élémentaires 

{aip  +  biqy^      (apP  +  bpq)er<, 

et  ii  importe  peu  que  les  binômes  («,/?  +  b,  q),  .  ..,(a?p  +  bpq)soient  distincts 
ou  non,  on  peut  déterminer  n  fonctions  linéaires  et  homogènes  des  y,  soient 
¥»>    Si.     •••>    ç',.-,  (i  =  i,2,  ...,p), 

et  ii  fonctions  linéaires  et  homogènes  des  x,  soient 

■        'ÎO.         Vi>  •••!        TU',-1  (»'=   1,2,    •   •-,   ?), 

tel/es  que,  pour  des  valeurs  données  des  constantes  g  et  h  et  pour  des  valeurs 
convenables  des  rapports  |i,  on  puisse  construire  les  nouvelles  formes 

et,  réciproquement,  on  pourra  exprimer  lésa:  et  les  y  au  moyen  des  \eldes-rt 
de  manière  à  reproduire  les  formes  primitives. 

50.    Soient  maintenant  deux  couples  de  formes  bilinéaires 

P(*Lr)>      Q(*lr) 

et 

P'(^'iy),        QVIX), 

et  supposons  que  les  deux  déterminants  [P,  Q]  et  [F,  Q']  aient  les  mêmes  divi- 
seurs élémentaires. 

Nous  déterminerons,  d'une  part,    n  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  y, 
JKai  ■  •  ■ ,  y,i,   soient   Ç^  (i  =  i,  2,  . . .,  p  ;  ja=  o,  1,  . . . ,  e,—  1),  et  n  fonctions  li- 
néaires et  homogènes  de  x,,  x2,  . .  .,x„,  soient  vjj 

(  i  =  1 ,  2,  ...,?;        p  =  o,  1 ,  . . . ,  a —  1); 

et,  d'autre  part,  n  fonctions  semblables  !|jf  de  j-'(,  .  .  .,y'n  et  «  fondions  sembla- 
bles Vv  de  a?'(,  . .  .,  x,',r  telles  que  l'on  puisse  mettre  P,  Q,  P',  Q'  en  employant 
les  mêmes  valeurs  de  g,  h,  a,  b  sous  les  formes 

Q=2[*'-^)«  +y(hWi], 

Q'^^'^.+  ircrV),,-.]. 
s. 
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Il  est  évident  que  P  et  P',  Q  et  Q'  ne  différeront   que  par  la  notation  el   se 
transformeront  les  unes  dans  les  autres  quand  on  posera 


Mais  ces  équations  sont  des  relations  entre  x{ ,  t2,  ...,  x„  et  x\ ,  x'2,  ...,  x'n  d'une 
part,  elji,  y-2,  . ..,  y„ely\  ,y'2,  ...,  _j/ d'autre  part.  On  a  vu  qu'on  peut  les  résoudre 
soit  par  rapport  aux  x  et  aux  y,  soit  par  rapport  aux  x'  et  aux  y'.  En  outre,  les 
formes  P,  Q,  P',  Q',  une  fois  qu'on  a  choisi  g  et  /(,  ne  dépendent  que  des  divi- 
seurs élémentaires  de  [P,  Q]  et  de  [P',  Q'].  On  a  donc  ce  théorème,  qui  est  la 
conclusion  de  tous  ceux  qui  précèdent  : 

•Pour  que  deux  formes  bilinéaires  P  et  Q  se  changent  simultanément  en 
deux  autres  P'  et  Q'  au  moyen  de  substitutions  convenables  des  x'  aux  x  et 
des  y'  aux  y,  il  faut  et  il  suffit  que  les  déterminants  des  deux  formes 

/>P-i-?Q         et        pP'-r-qQ' 

(lient  les  mêmes  diviseurs  élémentaires. 

51.  Pour  appliquer  le  théorème  général  précédent,  il  n'est  pas  nécessaire  de 
décomposer  effectivement  les  deux  déterminants  [P,  Q],  [P',  Q']  en  diviseurs 
élémentaires. 

Si  l'on  considère  les  formes  fs  ■+■  o,  /s'+cp',  on  déterminera,  pour  chaque 
ordre  de  mineurs,  les  plus  grands  communs  diviseurs  de  ces  mineurs.  En  leur 
supposant  un  coefficient  égal  à  l'unité,  et  en  les  appelant 

RoO),     Ri(s),    R2(s)>     ..., 
R'0(*),     R\(s),     R'2(s),     ..., 

l'indice  o  correspondant  au  déterminant  principal  et  l'indice  k  aux  mineurs 
d'ordre  k,  il  sera  nécessaire  et  suffisant  que  l'on  ait  identiquement 

R/t(>)  =  Ri(s)  (k  =  o,  1,2,  .  . . ,  n  —  1). 

52.  Il  sera  encore  utile  pour  la  suite  de  démontrer  directementque  les  formes(45) 
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obtenues  précédemment,  et  où  l'on  a 


ej4-  e2-t-.  .  .-t-  <?p  =  n, 
ga-i-+-  hbi  —  i 

admettent  bien  les  diviseurs  élémentaires  («,-/>  -+-  biq)0;. 
53.   Posons 

P/  =  «i«l)«-A(6ij)*-i. 


(i  =  i,  2,  . . .,  p), 


nous  aurons 


Soient  alors 


yP/+  9Q/  =  («,/>-+-  biq)(trt)ti  -4-  (<??  —  fy>)  (frj  )e._t. 


aip  -+-  btq  =  h,-,         £-gr  —  hp  =  v 


iii  et  ^  sont  deux  variables   indépendantes  avec  p  el  q  puisque  le  déterminant 
ga.i-'r  hbi  n'est  pas  nul. 

Par  suite,  le  déterminant  de  la  forme  /?Pi  +  yQ,  peut  s'écrire 


0 

0 

0 

V 

u, 

0 

0 

V 

Ui 

0 

o 

V 

o 

0 

o 

V 

Ul 

0 

0 

0 

Ul 

o 

0 

o 

0 

Si  nous  cherchons  de  même  le  déterminant  de  la  forme  pP  -+-  qQ_,  en  posant 
nous  trouverons 


(46) 


[P.Q]  = 


0        o 
o      o 

Ul       o 

O         0        ...        O        0 
O          O         ...         O         0 

U\        o 

0       o 
0 

0        o       ...       o       o 

O        0        ...        0        o          ... 

0       o 
0         0 

o       o 
o       o 

0       o 
o       o 

0       o 
0       o 

0         0         ...         V        Ui 
0         O        ...       M2        0 

V        U,        ...         O        0 
«2        0         .  .  .         0         0 
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et  nous  en  conclurons  que  l'on  doit  avoir 

[P,Q]=JJ[P.-,"Qd- 

Or,  on  a  évidemment  [P„  Q,]  =  ±  «%  et  uei  sera  le  seul  diviseur  élémentaire 
de  [Pi,  Q,],  car,  si  l'on  efface  la  dernière  ligne  et  la  dernière  colonne  de  ce  déter- 
minant, on  a  un  mineur  du  premier  ordre  égal  à  ±  ve~i.  Mais  v  est  indépendant 
de  ut,  elve'~'  ne  peut  être  divisé  par  m,-. 

Si  l'on  a  <?,=  i,  m  est  évidemment  le  seul  diviseur  élémentaire  de  [P,,  Q,] 
qui  se  réduit  dans  ce  cas  particulier  à  un  seul  terme,  le  terme  ;/,. 

On  aura  ensuite 

[P,  Q]  =±  «;■  oj. . .  wpf= JJ(a//j  +  btqyn. 

On  en  conclut  que  les  diviseurs  élémentaires  de  [P,  Q]  ne  pourront  être  que 
les  puissances  des  diviseurs  linéaires  atp  -+-  btq.  Il  reste  à  déterminer  leurs 
exposants. 

oi.   Cherchons  les  déterminants  d'ordre  ro  de  [P,  Q].  Chacun  d'eux  répond  à 

une  suppression  de  ro  lignes  et  cj  colonnes  dans  le  déterminant  principal.  Si  l'on 

observe  la  forme  de  [P,  Q],  on  reconnaît  qu'il  est  composé  de  déterminants  par- 

•  liels  ayant  en  commun  la  diagonale  principale  avec[P,  Q]  lui-même.  C'est  ce  que 

l'on  a  indiqué  par  des  barres  sur  la  figure  (46)  de  ce  déterminant  [P,  Q]. 

Supposons  que  l'on  supprime  ra  lignes  et  w  colonnes,  et,  pour  fixer  les  idées, 
supposons  que  les  k  premières  lignes  et  les  kJ  premières  colonnes  du  mineur 
obtenu  renferment  les  éléments  non  nuls  qui  restent  après  cette  suppression  dans 
le  premier  déterminant  partiel  [P,,  Q,],  k  étant  ^A',  k' > k  par  exemple. 

Dans  un  terme  quelconque  du  développement  du  mineur  de  [P,  Q]  entreront 
nécessairement  un  élément  non  nul  de  la  première  ligne,  un  élément  non  nul  de.  la 
deuxième,  etc.,  et  ces  éléments  ne  pourront  appartenir  qu'aux  //premières  colonnes, 
les  autres  colonnes  ne  pouvant  fournir  que  des  éléments  nuls  dans  les  lignes 
considérées.  Mais  il  restera  encore  k1 —  k  des  premières  colonnes  dans  lesquelles 
il  faudra  prendre  un  élément  en  dehors  des  A"  premières  lignes.  Cet  élément  sera 
nul.  Nous  concluons  de  là  que  les  seuls  mineurs  de  [P,Q]  qui  ne  sont  pas  nuls 
ont  la  diagonale  principale  commune  avec  [P,  Q]  lui-même. 

Étant  autorises  à  ne  considérer  que  les  mineurs  de  [P,  Q]  qui  ont  la  même 
diagonale  principale  que  ce  déterminant,  représentons  par  [P;,  Q,-]'"'''  l'un  des 
mineurs  d'ordre  m  du  déterminant  [P,,  Q(]ou  ce  déterminant  lui-même  si  m  =  o. 
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Tous  les  mineurs  non  nuls  d'ordre  ra  de  [P,  Q]  pourront  être  mis  sous  la  forme 

JJlP/.Q/]^, 

où  l'on  suppose 

2\  ni[=  m. 

5o.  Cela  posé,  soit  ap  -+-  bq  un  quelconque  des  diviseurs  linéaires  de  [P,  Q], 
et  soient,  tirés  de  ceux  des  déterminants  [P,-,  Q,-]  divisibles  par  ap  +  bq,  les  di- 
viseurs (ap  -+-  bq)e°,  (ap  -f-  bq)ei,  . . .,  (ap  +  bq)er  qui  représentent  tons  les  divi- 
seurs élémentaires  correspondants  de  ces  déterminants. 

Nous  supposerons  que  les  nombres  e0,  e{,  . . .,  er  n'aillent  pas  en  croissant . 

Si  nous  prenons  rm=  i,  pour  les  valeurs  o,  i,  ...,/•  de  l'indice  i,  et  que  nous 
prenions  précisément  le  mineur  de  [P/,  Q,]  obtenu  en  supprimant  la  dernière 
ligne  et  la  dernière  colonne,  le  mineur  de  [P,  Q]  qu'on  formera  ainsi  en  suppri- 
mant dans  [P,  Q]  au  moins  r  +  i  lignes  et  r  -f- 1  colonnes  ne  pourra  pas  être 
divisé  par  ap  +  bq.  Donc  les  mineurs  de  [P,  Q]  d'ordre  égal  ou  supérieur  à  /-+i 
n'admettent  pas  en  commun  le  diviseur  linéaire  ap -\-  bq,  et,  par  suite,  il  n'y  a  pas 
plus  de/'+i  diviseurs  élémentaires  fournis  par  le  diviseur  linéaire  ap  -f-  bq. 

Cherchons  main  tenant  l'exposant  du  diviseur  ap  +  bq  dans  les  mineurs  d'ordre  vs 
inférieur  à  r  +  i .  Soit  p  le  nombre  total  des  déterminants  [P,,  Q,],  on  a 

P  —  rc  =  (  ?  —  r  —  i)  +  (  r  —  ra  +  i). 

Puisqu'il  n'y  a  pas  plus  de  ra  nombres  m0,  m{,  .. .,  mp  qui  ne  soient  pas  nuls, 
il  y  en  a  au  moins  p  —  ro  ou  encore 

(p  —  r  —  i)-h(/ ra-+-  i) 

qui  le  sont. 

On  pourra  bien  prendre  nuls  les  p  —  /•  —  i  nombres  m  qui  ne  correspondent 
pas  aux  indices  o,  i, .  ..,r;  mais  parmi  ces  derniers  il  faudra  en  prendre  au  moins 
r  —  ro  -+-  i  qui  soient  nuls. 

Donc,  dans  le  produit 

n[PftQ,]<«J 

apparaîtront  au  moins  r  —  w  + 1  des  déterminants  [P/,  Q,]  où  i  est  égal  à 
o,  i,  ...,/-.  Par  suite,  chaque  mineur  de  l'ordre  rode  [P,  Q]  sera  divisible  par  une 
puissance  de  (ap  +  bq)  dont  l'exposant  sera  la  somme  de  r  — ra  +  ï  des  nombres 
e0,e,,  ...,  er.  Cet  exposant  ne  sera  pas  plus  petit  que  la  somme 
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D'ailleurs,  si  l'on  égale  à  l'unité  les  nombres  m-i  auxquels  correspondent  les 
exposants  e0,  e,.  ...,  ea_,  et  à  zéro  les  autres  nombres  m,-,  on  peut  former  un 
mineur  de  [P,  Q]  qui  admette  ap  -+■  bq  comme  diviseur  exactement  au  degré 
pEr+  Cet+i  +■  •  •+  sr  et  qui  soit  d'ordre  ra.  On  en  conclut  que  (ap  +  bq)ev+  •■■+«,. 
est  la  plus  haute  puissance  de  ap  +  bq  qui  divise  à  la  fois  tous  les  mineurs 
d'ordre  m  de  [P,  Q]. 

Posons  alors 

Ai  =  e<i-t-ei-t-.    .+  enr+...H- 


'  en- 1  —  'ct  — 


ou  encore 


h—lî=  e2, 


/,._.,-  lr=er, 


l,.=  e,., 


/,,,  /| ,  . ..,  /,.  seront  les  plus  hauts  exposants  des  puissances  de  ap  -+-  bq  respecti- 
vement dans  le  déterminant  principal,  dans  ses  mineurs  du  premier  ordre,  etc., 
dans  ses  mineurs  de  l'ordre  r.  Si  l'on  se  reporte  aux  définitions  posées  au  début 
du  Chapitre,  on  voit  que 


(ap  +  bq)'; 


(ap-hbqY 


sont  les  diviseurs  élémentaires  de  [P,  Q]  qui  correspondent  au  diviseur  linéaire 
ap  -+-  bq. 

Les  nombres  e  ne  vont  pas  en  croissant  :  c'est  une  condition  à  ajouter  à  celles 
qu'on  a  trouvées  dans  les  définitions  du  début. 

06.  Puisque  les  formes  canoniques  de  deux  formes  bilinéaires  P  et  Q  ne  dépen- 
dent que  des  diviseurs  élémentaires  du  déterminant  [P,  Q]  et  de  deux  constantes 
arbitraires  g  et  h,  on  en  conclut  que  si  on  laisse  arbitraires  g  et  h,  et  si  l'on  fait 
une  double  substitution  générale  dans  des  formes  canoniques  construites 
a  priori,  on  obtiendra  les  formes  bilinéaires  les  plus  générales  correspondant 
aux  diviseurs  élémentaires  que  l'on  a  choisis. 

57.  Dans  le  cas  où  le  déterminant  [P,  Q]an  diviseurs  élémentaires,  plusieurs 
pouvant  provenir  de  diviseurs  linéaires  égaux  entre  eux,  les  exposants  e0)  et, ...,  er 
sont  tous  égaux  à  l'unité.  Les  formes  canoniques  deviennent  simplement 


P  =  «iîiTQl- 

Q=*iSi1i- 


bnl>r,n. 
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Réciproquement,  le  déterminant  de  la  forme 

j»P-t-?Q  =  2(ai/>  +  «i?)Efi)< 

admet  les  diviseurs  élémentaires 

a,p  -f-  b^q,     ...,     anp  ■+■  buq. 

11  faut  donc,  pour  que  P  et  Q  puissent  prendre  les  formes  précédentes,  que  le 
déterminant  [P,  Q]  possède  n  diviseurs  élémentaires.  Mais  [P,  Q]  renferme 
chacun  de  ces  diviseurs  à  la  première  puissance;  tous  les  exposants  e  sont  égaux 
à  l'unité,  et,  pour  un  même  diviseur  linéaire  de  [P,  Q],  on  a 

l„-h=T, 


En  conséquence,  un  même  diviseur  linéaire  du  degré  l0  de  multiplicité  fournil 
l0  diviseurs  élémentaires  dont  les  exposants  e  sont  égaux  à  l'unité,  et  ce  diviseur 
linéaire  est  commun  à  tous  les  mineurs  d'ordre  l0 —  1.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Pour  que  les  /ormes  P  et  Q  puissent  s'écrire 

\i  et  -t\i  étant  respectivement  des  formes  linéaires  et  homogènes  des  y  et  des  x, 
il  faut  et  il  suffit  que  tout  diviseur  de  [P,  Q]  qui  entre  comme  diviseur 
linéaire  au  degré  /0>  '  soit  en  même  temps  un  diviseur  commun  de  tous  les 
mineurs  de  l'ordre  l0  —  i  de  [P,  Q]. 

08.   Considérons  enfin  les  deux  formes  bilinéaires 

(47)  p=  ïi/i+.'.+  W»' 

(48)  P'=.v'ly[  +  ...+  x'ny'„, 

et  supposons  que  l'on  veuille  par  une  double  substitution  linéaire  passer  de  P  à  P' 
on  posera 

(49)  y't=cnyi  +  ...->rCiny„, 
et  l'on  en  déduira 

2^'iy'i  =  _2  x'i  cuyj = 2  x''j  Cjiyi  =  ^  myj  - 


56  h.    SAUVAGE. 

d'où 

<  5o)  x,-  =  cnx\  +  . . .+  cnix'a. 

11  est  évident  que  l'on  peut  remplacer  les  y  et  les  y'  par  des  fonctions  quelcon- 
ques, pourvu  que  l'on  respecte  les  équations  (49)  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les 
équations  (5o),  ces  deux  sortes  de  relations  s'entraînant  l'une  l'autre  quand  on 
pose  P  =  P'. 

Remplaçons  en  particulier  les  y  par  des  combinaisons  linéaires  d'eux-mêmes, 
soit  par  exemple  r,  par 

«/,_r, -H. .  .-\-ainy„, 

de  sorte  que  P  deviendra  la  forme  bilinéaire  générale 

Q  =  •ZaijX<yj. 
Remplaçons  de  même  les  y'  par  des  combinaisons  analogues,  soit  y\  par 
a'ny\  -+-...-+-  a'iny'm 
de  sorte  que  P'  deviendra  la  forme  bilinéaire  générale 

Q'=  T.a'ijx'uy'j  ; 
on  suppose  que  les  relations  (5o)  sont  conservées.  On  devra  donc  avoir 
(5i)  Y.a'ijy'j=  c/,(a„  jki  -+-•  •  .+  alnyn)  +  . . .-+-  cin{aniyi  +  .  . . -+■  annyn)- 

Peut-on  satisfaire  à  ces  relations  (5i)  tout  en  conservant  les  relations  (49)?  R 
faudra  que  l'on  ait 

(52)  a'il(cnyl-h...-hci„y„)  -h.  ,.-ha'in  (c;iljKi+-  ■•+  c,mya) 

=  c,-i(ani>'i  +  ...  +  «i„j>'„)-4-..  .-hc/„(a„1^1-l-...4-«„„jK„) 

ou  encore 

(53)  aj,  c,j-h . .  .H-  a'inc,,j=  cna,j-h.  . ,+  c/„a„y  ( i,  j  =  i,  2,  ...,«)■ 

Réciproquement,  si  ces  relations  sont  satisfaites,  on  aura  identiquement  les 
relations  (52)  et,  à  cause  des  relations  (5i),  on  aura 

(54)  a',i(c„jKi-t--  •  ■-+-  clny„)  -+-. . .-+-  a'ln{cniyi  +  .  .  .-+-  cn,,yn)  =  a!Hy\  -+-. .  .-h  a'iay'n: 

Or,  le  déterminant  des  c  n'étant  pas  nul  et  celui  des  a  n'étant  pas  nul  non 
plus,  on  remarquera  que  les  relations  (53)  expriment  que  le  produit  du  détermi- 
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riant  des  a!  par  le  déterminant  des  c  est  égal  au  produit  du  déterminant  des  c  par 
celui  des  a.  Donc  le  déterminant  des  a'  n'est  pas  nul,  et  les  relations  (54)  entraî- 
nent les  relations 

(49)  y\=  cnyl  +  ...-*-Ciayn- 

Par  suite,  pour  qu'une  même  substitution  double 


(55) 


■  Ci n y n, 

Cni&li 


ramène  à  la  fois  P  à  P'  et  Q  à  Q',  il  faut  et  il  suffit  que  les  relations  (53)  existent. 

Mais  alors  les  déterminants  des  deux  formes  Q  —  coP  et  Q' —  coP'  auront  mêmes 
diviseurs  élémentaires,  et  réciproquement  si  Q  —  coP,  Q' —  coP'  ont  mêmes  divi- 
seurs élémentaires,  on  pourra  calculer  les  relations  (55),  qui  auront  bien  la  forme 
indiquée  à  cause  de  la  forme  spéciale  donnée  à  P  et  à  P'. 

En  résumé,  si  l'on  a  les  relations  (53),  les  deux  déterminants 


R(*>) 


a  n  n  — 


R'(co)  = 


«.,,, —  ai 


ont  mêmes  diviseurs  élémentaires,  et  réciproquement,  si  ce  fait  a  lieu,  on  a 
les  relations  (55)  et,  par  suite,  les  relations  (53). 

Nous  aurons  à  appliquer  ce  théorème  final  dans  la  théorie  des  équations  diffé- 
rentielles. 
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CHAPITRE  III. 

DES    POINTS    SINGULIERS. 


59.  On  peut  faire  remonter  l'étude  des  points  singuliers  au  célèbre  Mémoire 
de  Puiseux  sur  les  points  algébriques;  mais  le  travail  fondamental,  relative- 
ment aux  points  singuliers  des  intégrales  des  équations  linéaires,  est  celui  de 
M.  Fuchs. 

60.  Nous  avons  supposé  dans  le  Chapitre  premier  que  la  variable  x  décrivait, 
dans  le  plan  des  .r,  un  chemin  quelconque  partant  d'un  point  initial  x0  et  con- 
duisant à  un  point  terminus  quelconque,  ce  chemin  étant  assujetti  à  la  condition 
de  ne  passer  par  aucun  point  singulier  des  coefficients  des  équations  différentielles 
linéaires  (nos2et  suivants).  Nous  considérerons  maintenant  le  cas,  plus  spécial, 
où  le  point  terminus  se  confond  avec  le  point  de  départ.  La  variable  décrira  donc 
un  chemin  fermé.  Les  éléments  des  solutions  du  système 

(A)  -^  =  ^aijyu  (»',/  =  i,2,  ...,«) 

auront  pris  des  valeurs  nouvelles.  Nous  déterminerons  l'influence  que  peut  avoir 
sur  ces  valeurs  un  point  singulier  entouré  par  le  chemin  fermé  décrit  par  la  va- 
riable x. 

61.  Nous  supposons  toujours  que,  dans  une  région  T  du  plan,  les  fonctions  a/y 
qui  entrent  dans  les  équations  (A)  soient  uniformes  et  continues,  sauf  en  cer- 
tains points  que  nous  appelons  singuliers.  Quel  que  soit  le  chemin  fermé  suivi 
par  la  variable  x,  les  coefficients  aij  reprendront  au  même  point  du  plan  la  même 
valeur.  Ces  fonctions  sont  d'ailleurs  régulières  en  chaque  point  non  singulier, 
c'est-à-dire  sont  développables  dans  un  domaine  convenable  de  chaque  point 
as  =  a,  en  séries  convergentes  de  la  forme 

SAr(a?  —  a)r  (r  =  o,  i,  2,  . . .,  oo). 

Soient  y, ,  j-2,  ...,  yn  les  éléments  d'une  solution.  Nous  appellerons  Y, ,  Y2, ...,  Y„ 
les  nouvelles  valeurs  de  ces  éléments,  quand  la  variable  ayant  décrit  un  chemin 
fermé  recommence  à  le  parcourir. 

Cela  posé,  le  théorème  fondamental  est  le  suivant  : 

Si  la  variable  indépendante  revient  à  sa  valeur  initiale,  les  nouvelles  va- 
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leurs  Yij  des  éléments  d'un  système  fondamental  de  solutions  sont  liées  aux 
anciennes  yij par  des  relations  linéaires  et  homogènes  à  coefficients  constants 
de  la  forme 
(56)  Yi/=Cj1yii-i-...-hCjnyin  {i,j  =  i,2,...,n). 

En  effet,  si  l'on  considère  les  fonctions  qui  dans  le  mouvement  de  la  variable  .z 
partent  d'abord  des  valeurs  Y/y,  on  sait  qu'on  peut  les  exprimer  linéairement  au 
moyen  des  fonctions  yij,  ce  qui  démontre  le  théorème  précédent. 

On  remarquera  que  le  déterminant  des  constantes  C  est  différent  de  zéro;  car 
les  fonctions  Y,-y  forment  un  système  fondamental  puisqu'elles  continuent  les 
fonctions  yij,  et  il  faut  qu'on  puisse  exprimer  les  fonctions  yij  au  moyen  des 
fonctions  Y,-y. 

62.  Supposons  que  le  chemin  fermé  décrit  par  la  variable  n'entoure  aucun 
point  singulier.  Nous  allons  montrer  que  les  fonctions  yij  sont  uniformes  et  que, 
par  suite,  les  relations  (56)  se  réduisent  à  la  forme 

?ij  =  XiJ- 

11  existe  un  domaine  du  point  de  départ  x0  où  les  fonctions  a  sont  régulières. 
Sans  sortir  de  ce  domaine,  allons  à  un  point  xs .  Il  existe,  dans  le  domaine  consi- 
déré, n  fonctions  y,,  y2,  •  •  •,  yn  satisfaisant  aux  équations  (A),  et  qui  ont  au 
point  x0  des  valeurs  arbitraires  v),0,  .  .  . ,  'r\n0.  Quand  la  variable  x  sera  parvenue 
en  xt ,  les  fonctions  y  auront  des  valeurs  bien  déterminées  rin,  ...,  7)n1.Le 
point  X\  n'est  pas  un  point  singulier  des  coefficients  a.  Il  existe  pour  ce  point 
un  domaine  dans  lequel  la  variable  x  pourra  passer  du  point  xt  à  un  point  x» 
et  les  fonctions  y  passeront  des  valeurs  v\u,   ...  rlin   aux  valeurs  déterminées 

"1l25    •  •  -,  '1rt2- 

En  avançant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  arrivera  à  un  point  terminus  quel- 
conque. Nous  supposons  dans  ce  Chapitre  que  nous  revenons  au  point  x0  lui- 
même. 

Cela  posé,  remarquons  que  les  domaines  successifs  sont  formés  de  cercles  qui 
empiètent  les  uns  sur  les  autres.  Prenons  arbitrairement  un  point  x\  dans  la  ré- 
gion commune  aux  domaines  des  deux  points  x0  et  x,  ;  puis  prenons  un  point  x'., 
dans  la  région  commune  aux  domaines  des  deux  points  xt  et  x2,  etc. 

Joignons  le  point  x0  au  point  x\  par  un  chemin  quelconque  tracé  dans  le  do- 
maine du  point  x0,  puis  le  point  x\  au  point  x'„  par  un  chemin  quelconque  tracé 
dans  le  domaine  du  point  x, ,  etc. 

Nous  pourrons  substituer  le  chemin  xax\x'2. . .  au  chemin  x0x,x.2. .  •■ 

En  effet,  on  peut  évidemment  substituer  au  chemin  nouveau  le  chemin  obtenu 
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en  allant  du  point  x0  au  point  x\,  du  point  x\  au  point  x,  dans  la  partie  com- 
mune à  deux  domaines,  du  point  x,  au  point  x\  parle  même  chemin,  du  pointx', 
au  point  x'2,  du  point  x'„  au  point  x-2  et  du  point  x-,  au  point  x'.-,  sans  sortir  de  la 
partie  commune  à  deux  domaines,  etc.;  or  le  chemin  direct  x0x,  et  le  chemin 
xux\x,  conduisent  aux  mêmes  valeurs  rlH,  ....  r,,(l,  car  on  n'est  pas  sorti  dudo- 
maine  du  point  x0  ;  le  chemin  xy  x\  x'.,x»  et  le  chemin  direct  x^  x-2  sont  de  même 
équivalents,  etc.  Il  est  en  outre  évident  que  le  chemin  x\  x,  par  exemple,  étant 
décrit  successivement  dans  les  deux  sens,  ne  change  pas  la  valeur  de  la  fonction 
et  peut  être  supprimé. 

Il  résulte  de  là  que,  connaissant  les  valeurs  initiales  des  fonctions  J'i, JK2,  ■  ••,JKn 
au  point  x0,  on  peut  revenir  à  ce  point  x0  par  deux  chemins  fermés  voisins  dif- 
férents sans  changer  les  valeurs  initiales  des  fonctions  Y. 

Mais  alors,  si  le  chemin  fermé  décrit  par  la  variable  x  peut  être  déformé  dans 
la  région  T  d'une  manière  continue  en  ne  rencontrant  pas  de  points  singuliers, 
on  pourra  le  réduire  au  point  x0  lui-même.  C'est  ce  qu'expriment  les  relations 

En  résumé,  les  éléments  des  solutions  du  système  (A)  sont  des  fonctions 
uni/ormes  dans  toute  région  qui  ne  renferme  pas  de  points  singuliers  des 
coefficients  a. 

63.  Les  relations  (56)  sont  caractéristiques  des  solutions  des  systèmes  (A) 
d'équations  différentielles  linéaires  et  homogènes. 

Soit,  en  effet,  D  le  déterminant,  supposé  différent  de  zéro,  de  n-  fonctions 
ytj  (i1j=  1,  2,  ..  .,  n)  d'une  variable  indépendante  x,  régulières  en  tous  les 
points  .r,  sauf  en  des  points  singuliers,  lorsque  la  variable  reste  dans  une  ré- 
gion T  du  plan.  Supposons  que  cette  variable  x  décrive  un  chemin  fermé  ne 
passant  par  aucun  point  singulier  et  revienne  à  sa  valeur  initiale.  Si  les  n-  fonc- 
tions prennent  des  valeurs  nouvelles  liées  aux  anciennes  par  des  relations  linéaires 
et  homogènes  à  coefficients  constants,  telles  que  les  relations  (56),  ces  fonctions 
forment  un  système  fondamental  de  solutions  d'équations  de  la  forme  (A),  dont 
les  coefficients  a  sont  uniformes,  et  n'ont  pas  d'autres  points  singuliers  que  les 
points  singuliers  des  fonctions. 

Nous  démontrerons  cette  proposition  en  formant  un  système  d'équations  tel 
que  (A),  auquel  satisfassent  les  n  solutions 

y\j,    yaj,     •••>    y  nj  (y  =i,  a,  ...,»). 

Nous  aurons,  en  général,  les  relations 

dyu 


dx 


anyij  +  --  :+  ainynj  (7=1,2,  . . .,  n), 
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et  nous  en  tirerons 

dyt\ 
Xn     •••     -4-      •••     y  m 


D  aip  = 


ym 


dy,n 
dx 


ynn 


c'est-à-dire  que  nous  pourrons  calculer  les  coefficients  a. 

Ces  coefficients  sont  exprimés  par  le  rapport  de  deux  déterminants.  Le  déno- 
minateur du  rapport  est  toujours  D;  le  numérateur  est  le  résultat  obtenu  en 
remplaçant  dans  D  les  éléments  d'une  colonne  par  les  dérivées  des  fonctions  yij. 
Les  éléments  des  deux  déterminants  prennent  des  valeurs  nouvelles  liées  aux 
anciennes  par  des  relations  linéaires  et  homogènes  à  coefficients  constants  de  la 
forme  (56),  quand  la  variable  x  a  décrit  son  chemin  fermé.  Les  constantes  sont 
les  mêmes  pour  les  éléments  homologues  des  deux  déterminants  qui  forment  le 
rapport.  Les  deux  lermes  du  rapport  sont  donc  multipliés  par  le  même  détermi- 
nant des  constantes.  Donc  le  rapport  ne  change  pas  et  les  fonctions  a  sont  des 
fonctions  uniformes. 

II  résulte  du  calcul  des  coefficients  a  qu'ils  ne  peuvent  avoir  d'autres  points 
singuliers  que  ceux  des  fonctions  yij  elles-mêmes. 

Enfin,  le  déterminant  D  étant  différent  de  zéro,  les  fonctions  y  y  forment  un 
système  fondamental  de  solutions  du  système  d'équations  différentielles 


(A) 


dyj 

dx 


=  anyi- 


an,)',,- 


64.   Prenons  l'exemple  donné  par  M.  ïannery. 

Soit  /(y,  x)  =  o  une  équation  algébrique  rationnelle,  entière  et  de  degré  n 
enj'.  Cette  équation  définit  n  fonctions  y,,  y»,  .  ..,  yn  qui  sont  régulières  en 
tous  les  points  du  plan,  sauf  en  des  points  singuliers  algébriques.  Si  la  variable 
décrit  son  chemin  fermé,  ces  n  fonctions  prennent  des  valeurs  nouvelles  liées  aux 
anciennes  par  des  relations  telles  que  les  relations  (56)  et  même  de  la  forme  la 
plus  simple.  En  effet,  en  un  point  x,  l'une  de  ces  fonctions  doit  rester  la  même, 
ou  être  remplacée  par  l'une  des  autres,  après  que  la  variable  a  fait  le  tour  du 
point  x.  Cela  résulte  de  ce  que  l'équation  algébrique  ne  peut  fournir  que  n  fonc- 
tions y  différentes. 

Les  dérivées  successives  des  fonctions  y  seront  des  fonctions  satisfaisant  aux 
mêmes  relations  que  ces  fonctions  elles-mêmes.  Nous  considérerons  comme  in- 
connues auxiliaires  ces  dérivées  jusqu'à  celles  de  l'ordre  n  —  i  inclusivement. 

Déterminons  y  par  la  relation  algébrique 


/(y,  x)=o 
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du  degré  n  en  y.  Les  n2  fonctions  inconnues  que  déterminera  cette  équation  sa- 
tisfont à  un  système  différentiel  tel  que  (A),  lorsque  leur  déterminant  n  est  pas 
nul,  c'est-à-dire  quand  elles  sont  linéairement  indépendantes.  Dans  le  cas  con- 
traire, le  système  différentiel  renferme  moins  de  n  inconnues. 

60.  Faisons  le  calcul. 

On  peut  trouver  deux  polynômes  A  et  B,  tels  que  l'expression 

dy 

soit  indépendante  de  y.  A  et  B  seront  deux  polynômes  entiers  et  rationnels  en  y 
el  x  et  de  degrés  respectifs  au  plus  n  —  2  et«  —  1  par  rapport  à  y.  Or  on  a 


on  aura  donc 


si  y  satisfait  à  l'équation 

/(>,  a")  =  0. 

Au  moyen  de  l'équation  /(y,  x)  =  o,  on  peut  réduire  les  puissances  de  y  au 
plus  à  l'exposant  n  —  1  et  l'on  aura 

dy  =  Yl 

dx         o 

—  étant  une  fonction  rationnelle  en  x  et  un  polynôme  en  y  au  plus  de  degré  n  —  1 . 
On  aura  ensuite 


àf  dy 

dx 

dy 

dx 

B 

àf 

B# 

dy 

dx 

dx 

dx 

B 

àf~ 

ày 

? 

dx-  dx  \  <p  /  !52 


Pi  ■  1      *         .  pl 

-4  étant  une  expression  de  même  nature  que  — 

En  continuant  ainsi,  on  pourra  poser,  en  appelant  y,  une  solution  quelconque 
de  l'équation  algébrique, 

dy,     _    P, 


dx 

d'y 1 
dx'2 


=  A§     +A?yi    +.. 


=    -4     =Af, 


A?^, 


■A^.rr1 
■A-urr1 


d»-iyi  =  FV-i 
dx'1-1         ta"-1 


d"yi 
dx" 


?" 


A?     +A?.yi     +...  +  Ag_,jKÏ   ! 

:  AS+i  -h  Aï+'^-H. .  .4-  AS+'jKr1 
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Entre  ces  n  équations  on  peut  éliminer  les  n  —  i  puissances  j'J,  y'\,  ...,y"  ' , 
et  il  restera  une  relation  qui,  développée,  se  présentera  sous  la  forme 


U0 


dny\ 
dx" 


U, 


dx"-1 


dx 


..H-U^.^l  +  U.jr.-o, 


ou,  comme  l'on  sait,  sous  la  forme  équivalente 


dy„ 
dx 


UiJC„-f-...-+-  Un-^z-H  U„/i=  O, 

dyit 


dx 


■  Xk+i 


(k  =  I,  2,    .  .  .,  71  —  i) 


On  obtient  ainsi  le  résultat  demandé.  On  remarquera  que  tous  les  coefficients  U 
sont  uniformes  comme  fractions  rationnelles  de  x.  De  plus,  les  points  singuliers 
ne  peuvent  provenir  que  des  équations  <p  =  o  ou  U0  =  o,  ou  de  l'équation  que 
l'on  obtient  en  égalant  à  zéro  le  coefficient  dejK"  dans /(y,  x)  =  o. 
Le  seul  cas  qui  prête  à  discussion  est  celui  où  l'on  a 


U0  =  o, 


ou  encore 


U0  = 


A?     A? 
A?,     A?, 


AJ     A?     ... 
Or,  considérons  le  déterminant  D,  on  a 


A;,_ 
A,!_ 

A" 


D  = 


dyx 
dx 


yt 

dx 


d"-lyi     d*-*yt 
dx"-1       dx"-1 


y" 
dy„ 

dx 


d'-iyn 
dx"-1 


iV'-hAlyi- 


kl-\y'[~ 

K-iyT 


y* 


y,\~ 


Le  premier  facteur  est  le  produit  des  différences  deux  à  deux  des  quantités 

Le  second  facteur  est  la  quantité  U0  elle-même. 

On  voit  par  là  que  si  les  fonctions  y, ,  y2,  . . .,  y„  sont  linéairement  indépen- 
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dantes,  l'équation  U0=o  ne  peut  être  salisfaite  que  parles  points  singuliers, 
c'est-à-dire  par  les  valeurs  de  x  qui  annulent  D  exceptionnellement. 

Dans  le  cas  où  l'on  a  identiquement  U0==  o,  les  n  fonctions  y  étant  supposées 
distinctes,  on  auraD  =  o,  c'est-à-dire  que  ces  fonctions,  quoique  distinctes,  ne 
sont  pas  linéairement  indépendantes. 

Dans  ce  cas,  l'équation  différentielle 

n  d"y 

s'abaisse  à  un  ordre  moindre,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  système  différentiel 
équivalent  peut  être  ramené  à  renfermer  moins  de  «  équations  différentielles. 

66.  Revenons  aux  relations  (56)  qui  relient  entre  elles  les  valeurs  nouvelles  et 
les  valeurs  anciennes  des  éléments  d'un  système  fondamental  de  solutions. 

Considérons  à  la  fois  deux  systèmes  fondamentaux  de  solutions  dont  nous  re- 
présenterons par  y  ij  et  7)/y  les  éléments.  Soient  Y/y  et  H/y  leurs  nouvelles  valeurs. 
Nous  devrons  avoir  les  deux  systèmes  de  relations  à  coefficients  constants 


H/y  =  Xyi  T)ji  -+-  .' .  .-+-  Xy„  !),-„ 


(  /,/  =  1,2,...,  n), 


et  les  deux  déterminants  L  et  A  des  constantes  l  d'une  part,  ~k  de  l'autre,  seront 
différents  de  zéro. 

Exprimons  les  éléments  t\ij  en  fonction  des  éléments  yij.  Les  relations  sont  à 
coefficients  constants  et  de  la  forme 


et  nous  en  tirons 


1/y  =  Gyij,i-i-...+  Cy„7/„, 

■        H,7  =  CyIY/1  +  ...-t-Cy„Y/„. 

Il  résulte  de  là,  en  développant  les  deux  expressions  de  H/y 

H/y  =  (Gyi  lu  +  ■  •  •  -+-  Cy-„  lal  )yn  +  ...-+-(  Gy,  /,„-»-...  H-  Cy„  lnn  )yln, 
H/y=  (Xyi  Gn-f-..  .-f-  Xy„GHl)r/i+.  •  •+  (Xy,C,7l-H.  .  .-h  Xy„Ca„).r<„> 


lue  l'on  a 


Cyi  llt  -+- .  .  .-h  Cjn  lai  =  Xyi  Cj /+  .  .  .  +  Xy„  C,,/  ; 


o/i  en  conclut  (§  58,  Chapitre  II)  y«e  les  diviseurs  élémentaires  du  détermi- 
nant 

lu  —  t0       •  •  •       Inl 


R(w) 


/m 


■  •      ^„  —  <a 
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ne.  dépendent  pas  du  choix  du  système  fondamental  de  solutions  qui  sert  à 
former  ce  déterminant. 


G7.   Posons  en  général 


Yy=  Jyi.r/1 +■■■-!- Wi«> 


les  coefficients  /  étant  Indépendants  de  l'indice  i.  Nous  venons  de  voir  que  le  dé- 
terminant 

fil— M       •••       hn 


R(»  = 


lan  —  I 


conserve   les  mêmes  diviseurs  élémentaires  quand  on  change  le  système  fonda- 
mental de  solutions. 

On  a  vu  d'autre  part  (Chapitre  II,  §53,  équat.  46)  qu'on  peut  former  a  priori 
un  déterminant 


CU,  —  10 

1           (')  1  —  (1) 

T         (0 1  10 

tÛ2  —  (0 

[         »j Cl) 

R'(»  = 


ayant  les  mêmes  diviseurs  élémentaires  que  le  précédent.  11  résulte  de  là  que  l'on 
peut  faire  une  double  substitution  de  la  forme 

Yij  =  CjOÛ  !  -+- . . .  -+-  Cjn  y'in , 
x'ij  =  Ciy^/i  +.  .  .-+-  C„j.r;„, 


qui  ramène  à  la  fois  la  forme 

à  la  forme 
et  la  forme 
à  la  forme 


%i\  Y/i  -H  .  .  .  -+-  Xin  Y/n 
x'il^'il  -*"•  •  •+^/«^i,„ 

&l\yi\  -+-...+  Xi„yi,i 


les  y'  et  les  "Y'  étant  les  anciennes  et  les  nouvelles  valeurs  des  éléments  qui  cor- 
respondent au  déterminant  R'(to). 
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Or,  si  l'on  considère  la  forme  de  ce  déterminant  R'(w)  par  rapport  aux  coef- 
ficients qu'on  appelait  /  d'une  manière  générale,  on  voit  qu'on  a  les  relations 
importantes  pour  un  système  choisi  y'^  de  solutions 

y;-,  =u>lyil, 
y;-2  =  t«ir;-2-i-j'/i» 


YJ„   =10,7',-,,, 

>i  ■*-=  "J2.ri'/,/-f-j'i',/i-'-i, 


On  a  donc  ce  théorème  remarquable  : 

Soient  (m,  —  w)e',  . . .,  (wp —  w)e?  les  diviseurs  élémentaires  du  déterminant 
R(w),  et  il  importe  peu  que  les  binômes  tu,  —  m,  ...,  up — 10  soient  distincts 
ou  non,  on  peut  trouver  un  système  fondamental  de  solutions  dont  les  élé- 
ments se  groupent  d'après  les  relations 

Y,i    =  oj/,jr,-i, 

v,-,   =<*hyn  +yn, 


Y,-,,-,,  =  «>/,  r,\ci,  +  y,, a- 1 1 


I  ,,,/y —  (,))<•/,  étant  l'un  quelconque  des  p  diviseurs  élémentaires  de  R(a>). 

O/)  /><?«£  arriver  à  ces  relations  en  parlant  d'un  système  fondamental  quel- 
conque de  solutions,  et  en  substituant  à  ses  éléments  d'autres  éléments  qui 
leur  soient  liés  par  des  relations  linéaires  indépendantes  et  à  coefficients 
constants  convenablement  choisis. 

68.  La  seconde  partie  du  théorème  précédent  conduit  à  la  question  intéres- 
sante du  choix  des  coefficients  constants  qui  permettent  de  passer  d'un  système 
fondamental  au  système  spécial  défini  par  le  théorème. 

Soit  u)|  —  w  un  diviseur  linéaire  quelconque  du  déterminant 


R((o)  = 


Inn  — 


correspondant  aux  éléments  y,j  d'un   système  fondamental  de  solutions;  on  a, 
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par  suite, 

(57)  Yij=ljljril+..--hljnytn. 

L'équation  R(w)  =  o  s'appelle,  d'après  M.  Fuchs,  l'équation  fondamentale 
déterminante  ou  simplement  l'équation  fondamentale. 

Soient  (to, —  <o)A",  ( to ,  —  w)^,  •..,  (w,  —  toA-i  les  plus  hautes  puissances 
de  to,  —  to  qui  divisent  respectivement  R(w),  puis  tous  ses  mineurs  du  premier 
ordre,  .  .  .,  enfin  tous  ses  mineurs  de  l'ordre  r —  1.  On  sait  que  les  nombres  /<„. 
h,,  .  ..,  h,_,  ne  peuvent  aller  qu'en  décroissant,  et  que  leurs  différences  suc- 
cessives 

li{, —  /îi  =  eii>         ''1  —  h%=  ej,         ...,         h,—, —  hr-i  =  <?/— 2>         /'1—  1  =  e/-i 

ne  peuvent  pas  aller  en  croissant. 

Puisqu'il  doit  exister  une  solution  satisfaisant  à  la  relation 

U,-  =(.<,»,-. 
si  l'on  a 

u/=  giyt\-*-..-+gnyin 
et,  par  suite, 

U/  =  gx  Y,i  +. .  .-+-***/«  =  S  (<f ,  /„■  +  . . .  ■+-  g„  lnj)y,j, 

on  devra  pouvoir  satisfaire  aux  conditions 

(58)  hjgl-i-...-i-(ljj—tOi)gj-i-...-hl,ljgn—Q  (J  =  1,2 H  ). 

Or  le  déterminant  ll(w)  admettant  le  diviseur  linéaire  to,  —  to,  on  voit  déjà 
que  les  conditions  (58)  sont  compatibles.  Ensuite  tous  les  mineurs  de  R(w)  s'an- 
nulant  pour  to  z=  to,  jusqu'à  ceux  de  l'ordre  /-exclusivement,  on  pourra  exprimer 
gt,  g2,  •  •  • ,  gn  en  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  /•  constantes  arbitraires. 

11  y  aura  donc  r  solutions  u;j  (i  =  1,  2,  .  . . ,  n\  j  =  1,  2,  . . . ,  /■)  linéairement 
indépendantes,  satisfaisant  à  la  relation 


et  donnant  par  combinaisons  linéaires  toutes  les  autres  solutions  qui  satis- 
font aux  mêmes  relations. 

69.   Ces  /'  solutions  étant  déterminées,  il  existera  des  solutions  ur,  satisfaisant 
aux  relations 

Vjjl   =  0>i  U'jji-i-   «',',/'- 1> 

si  tous  les  diviseurs  élémentaires  fournis  par  to,  —  to  ne  sont  pas  simples. 
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Pour  trouver  ces  nouvelles  solutions,  nous  supposerons  qu'on  a  choisi  pour 
système  fondamental  un  système  de  solutions  où  entrent  les  fonctions  déjà  cal- 
culées u/j  (i  —  1,2,  .  .  .,  n;  y=r,  2,  .  .  .,  /•).  Ce  système  peut  être  considéré 
comme  fondamental,  car  on  peut  évidemment  prendre  arbitrairement  les  valeurs 
de  /•  désignées  des  quantités  gt,  g.,,  .  . . ,  g„.  Soient  g,,  g-2,  gr,  .  .  .  ces  quantités. 
Si  le  déterminant 


gi> 


n'est  pas  nul,  on  pourra  substituer,  quelles  que  soient  les  valeurs  que  l'on  cal- 
cule pour  gr+i,  gr+ï,  •  •  • -,  g/i,  le  système  ay,  yiy  au  système  primitif,  sans  que 
le  nouveau  système  cesse  d' être  fondamental. 
Alors  les  relations  (5y)  prendront  la  forme 


(  5;  a  ) 


I  Un 


U/,.        =«!»,„ 


\    Y;-„       =/;,,;/,-,     +...-{- l'„rUir      -+-/',,,, ■+\J'i,r+i     -H...  -H  l'naXin- 

70.  Nous  montrerons  tout  d'abord  qu'il  existe  une  relation  de  la  forme 

U'/  =  u>i  u\  -Y-  a,-  (  Uij), 


où  toi  est  une  fonction  linéaire  homogène  à  coefficients  constants  des  «,y,  et  avec 
la  condition 


qui  entraîne 


"i  =  ffi  un-h..  .-H  grU-ir+-  ffr^y^r+l-h-  ■  .-H  ffnlin, 


U;-=^U;,  +  ...+  g',-  U,,  +  «^ ,  Y,,  r+1  +  ...+  ^  Y,„ . 


11  faudra  que  l'on  ait 

/|(Ol«;i+.  •  •+O">l«.>+o°'r+l('«l,l  "il  +  ■  •  •  ■+-  l'r+\,,l7in)  -+-  •  •  • 
+  £"'«  (  *b,  1  "il  +  •  •  •  ■+■  l'n  n  y  in  ) 

=  u}i(g'iu.ii-h...-hg'r  ut,.  -+-  gW\yt,r+i  -+-  ■  ■  ■  -+-  g'nyi,i  )  -h  II  Utl -h...  1,.  Uir. 
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On  lire  de  là  les  équations  de  condition  suivantes  : 


(58  a) 


éTr+ll'r+i,,- 


Tu  l'n 

■'„  l'n 


=    X, 


l'r^n 


i(l'na 


0=0. 


Ces  équations  ne  renfermant  pas  g\ ,  .  . . ,  g'r,  on  pourra  prendre  ces  quantités 
égales  à  o  et  poser  simplement 


(%) 


\yi 


Mais  alors  les  quantités  g'r+l,  .  .  .,  g'tt,  qui  sont  seules  à  déterminer,  devront 
pouvoir  se  tirer  des  équations  (58  a)  auxquelles  elles  satisfont. 

Effectivement,  si  l'on  prend  les  n  —  /•  dernières  équations  précédentes,  le  dé- 
terminant des  coefficients  /'  correspondant  est  un  mineur  de  l'ordre  /•  du  déter- 
minant 


R'(<o)  = 


II)  1  —  tu 

O 
0 

0 
0 

(ûl- 

—   10 

l 

/■+1  - 
'+ 1 ,  Il 

-  U) 

•       l'an  — 

eu 

relatif  au  système  de  solutions  (07  a)  et  qui  a  les  mêmes  diviseurs  élémentaires 
que  le  déterminant  R(w).  Si  ce  déterminant  mineur  est  nul,  les  dernières  équa- 
tions (58  a)  sont  compatibles,  et  de  ces  équations  on  tirera  les  valeurs  de 
0/-+1 1  •  '  •  ■>  Sn  et>  s'  lon  veut,  ensuite  on  aura  les  valeurs  des  inconnues  X, ,  . . . , 
\  par  les  premières  équations  (58  a). 


71.  Exam 
sant 


nons  le  déterminant  R'(w).  Il  est  égal  à  (w,  —  w)r  x  R,(w)  en  po- 

l'r+l,r+l  —  tu      ...         l'r+,n      I 


Ri(»)  = 


l'n^y 


Or  R'(co),  ayant  les  mêmes  diviseurs  élémentaires  que  R(w),  est  divisible  par 
(w,  —  (ù)ao,  donc  R,  (w)  est  divisible  par  (u,  —  u)/>»~r.  Les  mineurs  du  premier 
ordre  de  R'(to)  seront  divisibles  par  (co,  —  w)*i.  En  particulier,  chaque  mineur, 
égal  à  (w,  —  w)rM(  R,  (w),  où  M,  est  la  caractéristique  d'un  mineur  du  premier 
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ordre,  est  divisible  par  (w,  —  w)h>  et,  par  suite,  chaque  mineur  M,  R,  (w)  est  di- 
visible par  (w,  —  <j})h~r. 

De  même  chaque  mineur  du  deuxième  ordre  de  R,  (10),  représenté  par  M2R(  (w), 
est  divisible  par  (w,  —  to)A«_r,  etc.  Enfin,  chaque  mineur  de  l'ordre  /• —  i  de  R|  (w) 
sera  divisible  par  (co,  —  iù)hr-~r.  On  pourra  le  représenter  par  Mr_,R,  (w). 

Discutons  ces  résultats.  Il  faut  d'abord  écarter  les  puissances  (w,  —  w)A~''  dont 
les  exposants  ne  seraient  pas  positifs.  Comme  les  nombres  h0,  h,,  ...,  //,._(  vont 
en  décroissant,  on  voit  que  le  nombre  /■  séparera  cette  suite  de  nombres  en  deux 
autres,  l'une  hu,  h,,  ...,  hs..t  de  nombres  plus  grands  que  /•  et  l'autre  hs,  ..., 
hr_{  de  nombres  plus  petits  que  r.  Les  premiers  seront  seuls  à  considérer. 

En  conséquence,  nous  dirons  que  le  déterminant  R,(<o)  et  ses  mineurs  d'or- 
dres successifs  admettent  jusqu'à  l'ordre  s  exclusivement  les  diviseurs  respectifs 

(ai! — 10  )'<<>-'•,     ....    (W|—  u>  )''—■-'•. 

Deux  cas  pourront  se  présenter.  On  pourra  avoir  h0=  r;  alors  les  solutions 
ui\,  . -.,  Uir  seront  toutes  les  solutions  distinctes  correspondant  à  la  racine  W|. 
Dans  le  cas  de  /i0  =  r,  on  sait  que  le  diviseur  (w,  —  to)''  fournit  r  diviseurs  élé- 
mentaires simples.  Nous  nous  trouvons  d'accord  avec  la  théorie  des  paragraphes 
précédents. 

On  peut  avoir  h0  >  /',  alors  w,  est  racine  de  R,(to)  =  o,  et  le  calcul  préparé 
plus  haut  montre  que  l'on  peut  former  s  solutions  indépendantes,  telles  que 
l'on  ait 

(60)  U;  =  10 1  II',  -+-  Vi(Uij), 

où  es  est  la  caractéristique  d'une  fonction  linéaire  et  homogène  à  coefficients 
constants. 

La  fonction  cdj  satisfait,  comme  les  éléments  uïj  eux-mêmes,  à  la  relation 

*,'  =    OJ,  O;. 

Soient  u'i/i  (j'=i,  2,  . . . ,  s)  les  nouvelles  solutions.  Toutes  celles  qui  satisfont 
aux  mêmes  relations  (60),  pouvant  être  obtenues  par  le  même  procédé,  ne  pour- 
ront être  que  des  groupes  de  fonctions  linéaires  et  homogènes  des  u  et  des  u'. 

l\  ne  peut  y  avoir  entre  ta,-,,  ...,  o;s  aucune  relation  linéaire  et  homogène  à 
coefficients  constants,  sans  quoi  l'on  pourrait  former  une  fonction  linéaire  et 
homogène  avec  u'it,  ...,  uis  satisfaisant  à  la  relation 

Celte  solution  serait  bien  distincte  des  1/^,  puisque  les  u'  ne  dépendent  que  des_y. 
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Il  y  aurait  donc  plus  de  /•  solutions  satisfaisant  à  la  relation 

U  =  WiK, 

ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

Maintenant,  puisque  s,-,,  — -o/s  sont  des  fonctions  indépendantes,  elles  peuvent 
remplacer  5  des  solutions  m,,  ...,  uir  et  porter  les  mêmes  noms,  de  sorte  que 
l'on  peut  écrire,  sans  nuire  à  la  généralité,  les  relations 


(61) 


U/y  =  tûtutj  (/=  1,  a,     ..,/■). 

{]',;■  —  M,  u'ij'  ■+-  U,y  (/  =  1 ,  2,  .  .  . ,  s), 

■+-lj",r-t-n-iyi,r+*+1.+----*~lj>nyi>i  (/ =  ;■ -4- S  H- I n), 


où  entrent  les  anciennes  et  les  nouvelles  valeurs  d'un  système  fondamenlal  choisi 
de  solutions  des  équations  (A). 

72.  Nous  pouvons,  avec  un  changement  d'indices,  écrire  les  équations  précé- 
dentes sous  la  forme 


(6a) 


U,7  = 

U'/,y,-H  = 

U/./.-M  = 


O,  «y 


U/,.       = 
1  OJ,       = 


(/=  1,2,  ...,r  —  s), 
(j\  =  r-t), 


j),  u'i,.-+-  U;,.. 


Les  autres  équations  (61)  en  Y  conservent  les  mêmes  notations  et  le  même 
ordre. 

L'équation  fondamentale,  tirée  des  équations  (62),  prend  la  forme 
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R"(<o)  = 


en  posant 


f/./.-' 


R,(w)  = 


*?.. 


Ra(a>) 


el  /o  =  /■  +  s  -+-  i .  En  outre,  on  emploie  une  forme  aussi  abrégée  que  possible 
pour  la  représentation  de  R"(io). 

R"(w)  a  les  mêmes  diviseurs  élémentaires  que  R(w).  De  plus,  un  déterminant 
R',  (w),  tiré  de  R"(w)  comme  R,('w)  est  tiré  de  R'(co),  aurait  le  même  diviseur 
commun  à  tous  ses  mineurs  de  chaque  ordre  que  R((<o). 

Un  déterminant  tel  que 

I  U)  !  0)     | 

admet  un  diviseur  simple  (w,  —  co)2. 

Développons  par  la  règle  de  Laplace  un  déterminant  quelconque  de  la  forme 


I  CO|   —   10 

a  b 


h'  c'       ...      V 

en  nous  servant  des  deux  premières  lignes;  nous  voyons  qu'il  sera  égal  à 

...     I    \ 


c'est-à-dire  qu'il  sera  divisible  par  (oj|  —  w)s. 
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Il  résulte  de  là  que  les  mineurs  de  R"(w),  formés  en  employant  les  r -\- s  pre- 
mières lignes,  seront  divisibles  par  (w, —  w)r+J  et,  par  suite,  un  mineur  quel- 
conque d'ordre  w  de  R2(w)  sera  divisible  par  ACT —  (/■  -+-  s). 

Comme  précédemment,  il  faudra  chercher  un  nombre  t  tel  que  tous  les  nombres 
h0,  /;, ,  . . . ,  h[_t  soient  plus  grands  que  /•  -+-  s  et  les  autres  nombres  ht,  •  •  ■ ,  hr_, 
plus  petits. 

Si  l'on  a 

h0=  r+  s, 

alors  les  solutions  uu,  . ..,  uir  (voir  les  équations  62)  sont  toutes  les  solutions 
distinctes  correspondantes  à  la  racine  to( . 
Mais  si  l'on  a 

A0  >  r  -H  s, 

alors  W|  est  une  racine  de  R2(to)  =  o,  et  nous  pouvons  continuer  le  calcul  de  la 
manière  suivante. 
Posons 

1  §},%,;*■+-■■■■+■&»%/,  =  <»igjt, 
(63  , 

'    Sj,  l"j,n  ■+-...+  S'il  l"n «    =  «0 1  g"n ■ 

De  ces  équations  (63)  nous  pourrons  lirer  t  systèmes  de  valeurs  distinctes 
pour  gjt,  . . . ,  g"n  et  former  t  solutions 

«■<■  =  tfuytjt+-->-*-g"nyin  (1  =  I,  2,  .. .,  0, 

linéairement  indépendantes  entre  elles,  et  linéairement  distinctes  des  fonctions 
déjà  formées,  puisqu'elles  dépendent  des  y.  Or,  si  l'on  multiplie  les  dernières 
équations  (62)  par g"i%,  ...,  g"H  et  si  l'on  ajoute,  on  voit  que  la  solution  Wi  satis- 
fait aux  relations 

(64)  W,-=  co ,«•,•-+-  ij/,- (;/.,i,  ...,«;>), 

en  représentant  par  <];,  une    fonction   linéaire  et   homogène   à  coefficients   con 
slants. 

Les  t  solutions  iv,-  permettent  de  former  toute  autre  solution  satisfaisant  aux 
relations  (6'4),  car  on  a  suivi  une  marche  de  calcul  qui  doit  toutes  les  fournir. 
Entre  les  fonctions  i]^-,,  ... ,  htt  il  ne  peut  y  avoir  aucune  relation  de  la  forme 

a.tyn -+- . . . -t-  li,it  =f(un,  . . .,  Uir), 

où  a,  . . . ,  "k  sont  des  constantes  et  f  une  fonction  linéaire  et  homogène  à  coeffi- 
cients constants,  car  il  existerait  une  fonction  linéaire  et  homogène  de  (ï'(), 

S.  10 
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(Vit,  qui,  n'étant  pas  une  expression  des  solutions  uu,  ...,  u;r,  jouirait  des  pro- 
priétés des  éléments  u',  ce  qui  est  impossible. 

On  remarquera  aussi  que  t  est  au  plus  égal  à  s,  car,   s'il  en  était  autrement, 
par  l'élimination  des  u'  on  pourrait  former  une  relation 

afyti -+- ■  ■  ■  ■+-  tyit  =  /( M/i,  •  •  • ,  «<>)■ 

On  aurait  pu  voir  aussi  que  s  est  au  plus  égal  à  /•.  Toutes  ces  remarques  sont 
bien  d'accord  avec  la  théorie  déjà  connue. 

73.   La  méthode  suivie  peut  évidemment  s'appliquer  indéfiniment,  et  l'on  re- 
trouve sous  une  autre  forme  les  propositions  du  n°  67. 

7-i.   Après  avoir  tiré  tout  ce  qu'il  est  possible  du  diviseur  ui,  —  to  de  R(u>),  on 
pourra  former  un  système  fondamental  de  solutions 


satisfaisant  aux  relations 
(6.i) 


l',7i 

Yik 


U,7,  =  U)i  U;/,  -t-  (0!/,  M,',/,-!, 


(A  =  I,2,   ...,/>o), 
(À-  =  A0-M,  ...,«), 


les  quantités  oj,^  étant  égales  à  zéro  ou  à  l'unité,  à  l'exception  de  W|,  et  aux  rela- 
tions 

(65)  Yy=  Gyi[(,|  +  ...+  GAtt;A+  Gjha+iyi,li,+  i  +••■-+-  G>jn.yia- 

On  pourra  raisonner  sur  l'équation  fondamentale 


R(io)  = 


R'(co) 
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OÙ  1' 


R'(a>)  = 


G«,/io+i 
G„„  —  co 


comme  on  a  raisonné  sur  li(a>). 

En  outre,  si  l'on  forme  le  système  d'équations 

(i»i—  tu)/?!,  +  Ga,h-i,i  mj,+i  +  ...+  Gaim« 

io12t?îi -f- (lu] —  co)ni2  +  G/iD+i  j  "ï/ij+i -H ■  •  - ■+■   G„2»*„ 


(Ga„+i,a0+i—  u>)mAoH-i-i-.. .+  G„/,u+1/»„ 


G/io-Min  "i/i0+i  +  -  ■  ■  -+-  (G„« —  co)  /»„  =  o 


on  pourra  le  résoudre  en  prenant  pour  u  une  valeur  co2  différente  de  w,  et  annu- 
lant R(w),  puis  en  calculant  les  valeurs  proportionnelles  de  »îa0+1,  •••,  «*«,  et 
enfin  en  calculant  successivement  les  autres  inconnues  m,  dont  chacune  a  pour 
coefficient  co,  —  co2  dans  une  des  premières  équations. 

On  en  conclura,  comme  au  n°  68,  qu'on  peut   former  un  système  fondamental 

de  solutions 

u,/i  (h=  1,2 hu -h  h'0), 

yik  {k  =  h„-hh'0-hi,  ...,  n), 

où  les  h'0,  h'0  premières  solutions  sont  particularisées. 

En  parlant  de  ce  système  fondamental  et  par  des  raisonnements  analogues  aux 
précédents,  on  pourra  former  des  systèmes  fondamentaux  de  plus  en  plus  parti- 
culiers, jusqu'à  arriver  à  la  réalisation  complète  du  théorème  énoncé  au  n°  67. 

75.  Nous  devons  maintenant  traduire  les  théorèmes  démontrés  jusqu'ici  en 
supposant  le  point  initial  situé  à  l'infini. 

Reprenons  les  équations  (A)  et  remplaçons-y  la  variable  x  par  la  variable  — ,  > 

de  sorte  que,  quand  x  devient  infini,  x'  devient  nul.  Il  suffira  alors  d'étudier  les 
fonctions  y  dans  le  domaine  de  l'origine  x'  —  o. 
On  aura 


dy        dy  d.v' 
dx        dx1  dx 


et  les  équations  (A)  deviendront 


ây 

dx' 


,  dy 
dx' 


•y  G  L.    SAUVAGE. 

en  appelant  a'  ce  que  devient  une  fonction  a  divisée  par  x'2,  changée  de  signe  et 
exprimée  au  moyen  de  la  variable  x'. 

Le  système  (A')  étant  de  la  même  forme  que  le  système  (A),  on  pourra  lui 
appliquer  tous  les  théorèmes  démontrés  précédemment.  Le  point  x' =  o  pourra 
d'ailleurs  être  un  point  singulier  ou  non  singulier  des  fonctions  a'. 

76.  Si  l'on  considère  l'équation  différentielle  linéaire  et  homogène  d'ordre  n, 
on  sait  qu'on  peut  en  faire  l'étude  au  moyen  d'un  système  d'équations  linéaires 
et  homogènes  équivalent. 

On  obtient  alors  les  théorèmes  suivants  qu'il  suffit  d'énoncer. 

I.  Si  la  variable  indépendante  revient  à  sa  valeur  initiale,  les  nouvelles 
valeurs  Y,  des  intégrales  d'un  système  fondamental  sont  liées  aux  anciennes 
yi  par  des  relations  linéaires  et  homogènes  à  coefficients  constants  de  la 
forme 

(66)  Y,=  a,;Xi  ■+-. .  .-i-cmy,,  (£=  i,  a, . . .,  re)    (n°61). 

II.  Les  relations  précédentes  se  réduisent  à 

Yt  =  yi, 

si  le  chemin  fermé  décrit  par  la  variable  peut  être  déformé  d'une  manière 
continue  sans  rencontrer  de  points  singuliers  jusqu'à  être  réduit  à  un  pointe- 
les  fonctions  y  sont  uniformes  dans  la  région  où  cette  hypothèse  est  réalisée 
(n0  62). 

III.  Les  équations  (66)  sont  caractéristiques  des  intégrales  d'une  équation 
différentielle  linéaire  et  homogène  d'ordre  n. 

C'est-à-dire  que,  si  n  fonctions  y,,  . . .,  y„  linéairement  indépendantes  pren- 
nent des  valeurs  nouvelles  liées  aux  anciennes  par  des  relations  linéaires  et 
homogènes  à  coefficients  constants,  telles  que  les  relations  (66),  ces  fonctions 
forment  un  système  fondamental  d'intégrales  d'une  équation  linéaire  et  homo- 
gène d'ordre  n,  dont  les  coefficients  sont  uniformes,  et  n'ont  pas  d'autres  points 
singuliers  dans  la  région  considérée  que  les  points  singuliers  des  fonctions  y. 

IV.  L^es  diviseurs  élémentaires  du  déterminant 


R(w)  = 


Cil  —  w 
Cnl 


ne  dépendent  pas  du  choix  du  système  fondamental  d'intégrales  qui  sert  à 
former  ce  déterminant. 
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On  sait  déjà  que  M.  Fuchs  a  donné  à  l'équation  R(w)  =  o  le  nom  d'équation 
fondamentale  déterminante  relativement  au  point  x  ==  o. 

V.  Soient  (w,  —  w)e',  •  •  -,  (wp—  CJ)cf  ^es  diviseurs  élémentaires  du  détermi- 
nant R(w),  on  peut  construire,  en  partant  d'un  système  fondamental  quel- 
conque d'intégrales,  un  système  fondamental  dont  les  éléments  se  groupent 
d'après  les  relations 

Y,  =  10,^-,, 

Y2  =  WAra+ri. 


Ye,,=  lO/,JKt,,H-  yeh- 


(0/1 —  w)'"''  étant  l'un  quelconque  des  diviseurs  élémentaires  du  déterminant 
fondamental  R(co). 

VI.   Si  le  point  initial  est  à  l'infini,  on  remplacera  x  par  —  et,  au  lieu  de  l'équa- 
tion différentielle 

dn  y  d"~l  y 

dxn        '      dx"~l  '     J 

où  la  variable  est  x,  on  considérera  une  équation  de  même  forme  où  la  variable 
sera  x'. 
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CHAPITRE  IV. 

DE  LA  FORME  ANALYTIQUE  DES  ÉLÉMENTS  DES  SOLUTIONS. 


77.  On  sait,  depuis  Euler,  intégrer  complètement  les  équations  et  les  systèmes 
linéaires  et  homogènes  à  coefficients  constants. 

Considérons  d'abord  une  équation  linéaire,  homogène  et  à  coefficients  con- 
stants de  la  forme 


(67) 


dn y  d"~%  y 

dx"        1     dx"~i  '    J 


Cette  équation  peut  être  remplacée  par  le  système  équivalent 

[  dy, 
(68) 


dx 


/Jl^l-f-...  +  pnyn=  o, 


On  intègre  ce  système  en  posant 

yi<=  ckerx, 

et  en  déterminant  les  inconnues  par  les  conditions 


(69) 


I    C,  r  -H/),C!-(-.  .  .-+-  pncn=  o, 
I    (■/,/■=  C/,_,. 


Ces  équations  (69)  entraînent  la  relation 

'"  +  Pi        Pi        Pi 


(70) 


F(,-)  = 


i  /•         o 


L'équation  F(r)  =  o  est  appelée  Y  équation  caractéristique. 
Si  l'on  élimine  directement  les  inconnues  C,  on  a 

G%r  =  Ci, 
C3/-2=  C,/-  =  G,, 


(/.'  =  2,  3,  ...,  n). 


G„r"-'=C, 
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et,  par  suite  de  la  première  équation  (69), 

F(r)  =  r"-f-  pir"~1^-.  .  .-+-  /?„=  o. 

Les  diviseurs  élémentaires  du  déterminant  F(r)  se  confondant  dans  le  cas  des 
équations  d'ordre  n  avec  les  diviseurs  linéaires  du  polynôme  F(/*)  ('),  il  suffit  de 
résoudre  l'équation  algébrique  F(/-)  =  o  de  degré  n  pour  connaître  les  divi- 
seurs élémentaires  du  déterminant  F(r). 

Soit  (;•  —  /•,  )e>  un  diviseur  élémentaire  ou  linéaire  quelconque  du  déterminant 
F(/-).  Ce  déterminant  F(/-)  et  ses  dérivées  successives  admettront  (r — /,  ) 
comme  diviseur  jusqu'aux  dérivées  de  l'ordre  eK  exclusivement.  En  conséquence, 
si  l'on  pose 

.    .       d"y  dn~lY 

et  si  l'on  considère  l'équation 

o(Cc«)=  Cer*F(r), 
on  voit  que  l'on  aura  successivement 

o(Cer<*)  =  o, 

?[^(G^)]  =  o, 

On  en  conclut  que  chaque  diviseur  élémentaire  (/•  —  r,  )e<  fournit  e,  solutions, 
et,  par  suite,  qu'on  peut  former  n  solutions  des  équations  (68),  ou  encore  n  inté- 
grales de  l'équation  (67). 

Ces  intégrales  sont  linéairement  indépendantes.  Car  supposons  que  l'on  ait 
identiquement 

à  0e'-1 

«ie''ix-f-  bi  -r—  (er'x)  -+-. .  .-h  li  T r(er,x)  -+■  a,  en*  ^ ...  =  o. 

On  or'i-  » 

Remarquons  que  l'on  a  en  général 


ai*2' 


=  .7?*  f 


(')  Voir  Chapitre  I,  n°  22. 
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L'identité  précédente  reviendrait  donc  à  la  suivante 

er<x(al^bix-i-.  . .  4-  f,  #«.-»)  -+■  e^aj-K  ..)+...=  o, 
ou  encore  à  l'équation 

—  (a,  -+-  b,.r  -h.  . .-+-  fta?ei-i)  =  e(r»-ri)*(a!  +  . . .)+ 

Or  le  premier  membre  de  cette  équation  s'annulerait  pour  un  nombre  fini  de 
valeurs,  le  second  aurait  au  contraire  une  infinité  de  racines,  puisque  les  expo- 
nentielles ne  peuvent  disparaître  identiquement.  L'identité  est  impossible. 


(A) 


78.   Considérons  au  même  point  de  vue  les  équations 
dyi 


dx 


=  a«i  y\  -+-  ■  •  ■  ■+■  a  in  y  a 


((  =  1,2,   .  ...  Il), 


où  l'on  suppose  constants  les  coefficients  a.  On  trouve  des  solutions  de  ce  système 
en  posant 

(71)  yt=  Gter*, 

et  en  déterminant  les  inconnues  /•  et  C;-  par  les  équations 


(72) 
et 

(73) 


F(r)  = 


(««« —  r)Cn  =  o. 


L'équation  F(/-)  =  o  est  dite  encore  1: équation  caractéristique. 

La  résolution  de  l'équation  algébrique  F(?-)  =  o  de  degré  n  ne  fournit  pas, 
comme  dans  le  cas  précédent,  les  diviseurs  élémentaires  du  déterminant  F(/-).  Il 
y  a  lieu  de  les  chercher,  et  ils  peuvent  être  distincts  des  diviseurs  linéaires. 

Sans  entrer  dans  le  détail  du  calcul  qui  résultera  de  paragraphes  plus  éloignés, 
on  peut  remarquer  que  toutes  les  solutions  auront  la  forme  de  polynômes  en 
cr'x,  .  ..,  ert*,  dont  les  coefficients  sont  eux-mêmes  des  polynômes  en  x,  et,  par 
suite,  le  point  00  est  pour  les  éléments  des  solutions  un  point  singulier  de  même 
nature  que  pour  les  fonctions  erx.  C'est-à-dire  que,  dans  le  domaine  du  point  00, 
les  solutions  seront  composées  d'éléments  uniformes,  et  continus  en  tous  les 
points,  sauf  au  point  x  =  00,  où  chaque  élément  de  solution  sera  de  la  nature  de  era' 
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le  système  (A)  deviendra 


dyi 


(A')  _^  =  _(a,iri  +  ...+  „i,,r„), 

et  l'on  voit  qu'au  point  x  =  00,  ou  a;'=  o,  tous  les  coefficients  des  équations  (A') 
cessent  d'être  continus. 

Pour  étudier  l'intégration  complète  du  système  (A),  nous  ferons  un  changement 
de  variable  indépendante  qui  ramènera  le  système  (A)  à  une  forme  plus  impor- 
tante que  nous  étudierons  plus  loin  avec  tous  les  détails  nécessaires. 

Nous  poserons 


et,  par  suite, 
Il  vient  alors 

et  le  système  (A)  deviendra 


e^  dx  =  dz  =  z  dx. 

dy        dy  dz  dy 

dx        dz  dx  dz 


(A  )  .>■  </r  =anyi-h...-haillyn, 

en  rétablissant  la  lettre  x  pour  désigner  la  variable  indépendante. 

C'est  sous  la  forme  (A")  et  d'une  manière  tout  à  fait  générale,  c'est-à-dire  en 
ne  supposant  plus  que  les  coefficients  a  soient  des  constantes,  que  nous  intégre- 
rons le  système  (A). 

Ajoutons  une  remarque.  Le  changement  de  variable  ex=  z  donne  bien  z  comme 
fonction  uniforme  de  x  ;  mais  on  a  x  =  log-s,  de  sorte  que  x  n'est  pas  uniforme 
en  z  dans  toute  région  du  plan  qui  renferme  le  point  ^  =  oou  le  point  s  =  ce. 

79.  Nous  considérerons  maintenant  le  système  le  plus  général 

dy; 
(A)  -^  =  anyi-t-...+  aiy,l, 

en  supposant  que  les  coefficients  «  soient  uniformes  dans  le  domaine  de  l'origine. 
Rappelons  que  l'origine  est  un  point  quelconque.  Nous  supposerons,  en  outre,  que 
le  point  x  =  o  est  un  point  singulier  ou  non  des  coefficients  a. 

Soit  R(w)  le  déterminant  qui  résulte  de  la  considération  des  éléments  d'un 
système  fondamental  de  solutions,  quand  la  variable  x  fait  le  tour  de  l'origine. 

Soit 

(co/,—  tafk  (-£  =  1,2 ,p) 

S.  „ 
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un  diviseur  élémentaire  quelconque  de  R(oj).  On  peut  ramener  le  déterminant 
R(«)  à  une  forme  canonique  R'(w),  comme  on  l'a  vu  dans  la  théorie  des  diviseurs 
élémentaires  (Chapitre  II,  n°  53).  Cette  forme  étant  unique,  la  méthode  de 
recherche  d'un  système  spécial  de  solution  des  équations  (A)  doit  conduire  pré- 
cisément aux  solutions  qui  correspondent  à  la  forme  canonique  R'(to).  Nous 
avons  exposé  cette  méthode  pratique  aux  nos  68  et  suivants  du  Chapitre  III. 

Nous  voulons  maintenant  étudier  directement  le  système  spécial  de  solutions 
des  équations  (A).  Nous  considérerons  ce  système  comme  étant  seul  de  son 
espèce,  quoiqu'il  reste  dans  sa  construction  une  certaine  indétermination.  En 
effet,  si  deux  solutions,  par  exemple,  satisfont  aux  relations 

Yj=(.oj'(-         et         Y] ■=  io  y], 

on  peut,  dans  certains  cas,  les  remplacer  par  des  comhinaisons 

aYi+bVi,     a'Yi+b'Y';, 

pourvu  que  le  déterminant  ab' —  ba   soit  différent  de  zéro.  Abstraction  faite  de 
ces  modifications  possibles  qui  n'ont  aucune  importance  dans  nos  théories,  nous 
pouvons  dire  que  le  système  spécial  de  solutions  est  unique. 
Ce  système  spécial  est  caractérisé  par  les  équations  suivantes. 

Soit  (ti)/, —  u)e*  un  diviseur  élémentaire  quelconque  du  déterminant  R(w) 
ou  de  son   équivalent  R'(w),  il  y  a  e/,  solutions  satisfaisant  aux  relations 


(74) 


Yf,  =  u/,yf,  -hj''l\.       (  ( i  =  i ,  2,  ■  ■  • ,  i •) 

(A  =  1,2,  ...,  p) 


et  les  n  solutions  dont  les  éléments  entrent  dans  ces  équations  forment  un 
système  fondamental. 

80.   Pour  plus  de  simplicité,  considérons  un  groupe  de  relations  de  la  forme 


(75) 

Posons 


"//«+/I 


de  sorte  que  u  augmente  de  i  quand  la  variable  çc  fait  le  tour  de  l'origine. 
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Soit  /(m)  une  fonction  entière  du  degré  m  —  i  formée  arbitrairement  avec  a 
et  des  coefficients  A0,  A,,  ...,  A.m_,  uniformes  dans  le  domaine  de  l'origine. 
Définissons  enfin  /•  par  la  relation 

(76)  e!iïrt/=I  =  w, 

et  appelons  A*/(w)  la  différence  d'ordre  k  de  /(u)  par  rapport  à  l'accroisse- 
sement  1  de  u. 

On  pourra  donner  aux  fonctions  y,,  y2,  •  •  -,  ym  les  formes 

ym  =  xrf(u), 
ym-,=  x'wif(u), 


(77) 

y  m- h  =  x'  <.»'■  \i,-f(u), 


yl  =  x'u>'"-l\m^if(u). 


On  voit  que  A„,_,  f(u)  =  1.2  . . .  (m  —  i)A7B_(   ne  contient  pas  u  et  cpie  yx    est 
la  seule  fonction^  qui  ne  contienne  pas  de  logarithmes. 

D'abord  les  expressions  précédentes  satisfont  aux  relations  imposées.  En  effet, 
on  a 

Y,„w,=  a?',io*+»A*/(a  ■+- 1)  =  x'-M'^'[\,,f(u)  +  A,,+1  /(a  )]  =  107,,,-/,  +  y,„_.*_,. 

Ensuite  on  peut  toujours  donner  aux  fonctions  ri,  •••,  J'm  'es  formes  précé- 
dentes. En  effet,  y\X~r  est  une  fonction  uniforme  dans  le  domaine  de  l'origine, 
et  l'on  peut  la  représenter  par  io'"-1  A,„_,  J\u)\  on  lire  de  là 

y1=a?'-ti>'«-iA,„_i/(a). 
On  peut  poser  ensuite 

y,=  <s>>"->-x'-z, 

d'où 

Yo  =  tu'"— ixrZ. 

Si  l'on  veut  satisfaire  à  la  relation 

Y,=  myi-hyt, 
on  posera 

Z  =*  +  *,„_, /(a). 

En  représentant  par[cp]'ce  que  devient  une  expression  es,  quand  on  tourne 
autour  de  l'origine,  et  remarquant  que  l'on  a 

A,„_,  /(a)  =  A,„_s  /(»  +  !)-  A,„-2  /(a)  =  [>„_,/(  a)]'-  A„_,  /(a), 
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on  voit  que  l'on  a 

[*-*„_, /(«)]'  =  *—*„_,/(«); 

s  —  A,„_2y(«)  est  donc  une  fonction  uniforme  de  x.  Dans  le  domaine  de  l'ori- 
gine, on  peut  poser  simplement 

z  =  A„,-,/(  m), 

en  réunissant   celte    fonction    uniforme  au   terme    indépendant  de  Am_i/(u). 
On  a  ainsi 

r,=  to'»-°-.r'-A,„_, /(;/). 

On  remontera  ainsi  de  proche  en  proche. 

La  suite  des  expressions  précédentes  montre  que  l'élément  ym,  qui  contient  la 
plus  haute  puissance  de  log.r,  renferme  les  m  fonctions  de  x,  uniformes  dans  le 
domaine  de  l'origine,  qui  entrent  dans  le  groupe  des  expressions  y, ,  . . .,  y,„. 

Les  relations  entre  les  coefficients  des  puissances  de  il,  dans  les  différents  élé- 
ments du  groupe,  sont  mises  en  évidence  par  la  forme  des  expressions  précédentes. 
Le  nombre  de  ces  coefficients  est 

mi,  m  -t-  i  ) 
2 

11  y  en   a  m  arbitraires.  On  peut  donc  dire  que  ces  éléments   sont  liés  entre 
eux  par 


relations  distinctes. 

81.  Appliquons  les  résultats  précédents  aux  fonctions  y  qui  satisfont  aux  rela- 
tions (74)- 

Nous  aurons,  pour  les  éléments  des  solutions  du  système  fondamental  spécial, 
les  formes  analytiques  suivantes,  valables  dans  le  domaine  de  l'origine 


yfl  =  xru>e*-1  An_i  ff' (u). 
82.   Dans  les  relations  (77),  posons 


et,  par  suite, 

\oex  loax' 


(i=i,i,  ...,n), 
(À-  =  i,2,...,  p). 


iiz\/ — 1  1-  / — r 
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Nous  aurons,  en  général, 

ou  encore 

y,»-k=  a;'-''to*A/,./(  u). 
Nous  poserons 

Nous  en  concluons  que,  dans  le  domaine  de  l'infini,  nous  devrons,  dans  les  for- 
mules (78),  changer  les  signes  de  u  et  de  /•. 

83.  Nous  terminerons  ces  études  d'intégration  par  les  séries,  en  montrant  que 
les  éléments  des  solutions  du  système  général 

(BJ  x  //J-  =  «/l  J'i  -+-.--  "f-  a/nXa  ('=1,2 11) 

jouissent  de  propriétés  spéciales  qui  les  rapprochent  des  fonctions  algébriques. 
Nous  venons  de  voir  que  les  soLutions  d'un  système  (A)  quelconque  s'obtien- 
nent par  des  combinaisons  linéaires  d'expressions  de  la  forme 

arr(A0-t-  A,  log;r-t-. . .+ A/,  log*^). 

Si  les  parenthèses  sont  infinies  d'ordre  fini  pour  x  =  0,  c'est-à-dire  si  l'on  peut 
trouver  un  nombre  entier  a  tel  que  le  produit 

r*(A0-t-  A^ogr-t-.  ..-+-kk\o^x) 

soit  nul  pour  x  =  o,  on  dit,  d'après  M.  Thomé,  que,  quel  que  soit  /•,  l'expression 

3"(A0H-. . .  -1-  A>tlog*.z) 

est  régulière  au  point  x  =  o.  Il  suffit  évidemment  que  les  fonctions  A  ne  renfer- 
ment dans  leurs  développements  qu'un  nombre  fini  de  puissances  négatives  x. 

Toute  combinaison  linéaire  et  homogène  à  coefficients  constants  d'expressions 
régulières  étant  aussi  appelée  régulière,  nous  allons  montrer  que  tous  les  éléments 
des  solutions  du  système  (B)  sont  des  expressions  régulières,  quand  les  coeffi- 
cients a  sont  holomorphes  dans  le  domaine  de  l'origine. 

84.  Voici,  d'après  M.  Horn,  la  manière  d'intégrer  le  système  (B),  c'est-à-dire 
le  système 

(79)  x-^="nri  +  ...+  ailly,l  (1  =  1,2,  ..:,*), 


86  L.    SAUVAGE. 


on  I  on  a 


(82) 


(  80  )  n,j  =  a0ij  ■+-  xa\j  +.'.., 

dans  le  domaine  de  l'origine. 
Soient 

(Si)  yt=  xr(f,-  =  xr(o<!  -+-  x~~\  -i-.  .  .)  (j=i,2,    .-,«) 

les  éléments  d'une  solution  du  système  (79).  Nous  avons  déjà  vu  qu'il  existe  une 
telle  solution,  et  que  les  séries  es,-  sont  uniformément  convergentes  dans  un  cer- 
tain domaine  de  l'origine  (Chapitre  I,  n°  4). 

En  portant  les  valeurs  (81)  dans  les  équations  (79),  on  a  les  relations  en 
nombre  infini 

(°0     2(«&-»-3iy)?J  =  o, 

i  i  i 

Toutes  les  valeurs  initiales  es?  des  séries  es,  ne  sont  pas  nulles.  Donc,  d'après 
les  équations  (82  a),  r  doit  être  l'une  des  racines  de  l'équation  caractéristique 

F('-)  =  Ky-'-5/yl  =  o. 

Or,  laissons  de  côté  précisément  les  conditions  (82a);  nous  pourrons  consi- 
dérer dans  toutes  les  autres  la  lettre  /'comme  une  arbitraire,  et  nous  aurons,  par 
un  calcul  de  proche  en  proche, 

V'        iiF(c  +  i)F(/-+î)...F(r  +  /c)  -J' 
i 

expression  dans  laquelle  #est  une  fonction  entière  des  lettres  r,  a°-,  «,'y,  ...,  air 
Le  dénominateur  commun  ne  peut  s'annuler  que  si  r  -+- 1 ,  r  +  2,  ...  ou  r -+-  k 

satisfait  à  un  moment  donné  à  l'équation  caractéristique  F(/)  =  o. 

Appelons  /',,  7'2,  •  •  . ,  '«  les  n  racines,  distinctes  ou  non,  de  cette  équation. 

On  aura  à  ce  moment 

r  -t-  k'  =  ra  (a  =  1 ,  2,  . . . ,  n  ;  k'  =  1 ,  2,  .  . . ,  k). 
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Mais  k  croît  indéfiniment  dans  la  suite  des  relations  (8a).  Il  suffit  donc  d'é- 
crire 

r  =  ra —  k  (a  =  r,  2,  . . .,  n;  k  =  1,  2,  . . . ,  00). 

On  voit  ainsi  que  les  tp*  seront  finis,  ou  infinis  d'un  ordre  varié. 
Fixons  maintenant  les  valeurs  des  indéterminées  /•,  0°,  ...,  ta'  d'après  les  règles 
suivantes  : 

1"  Soit  un  groupe 

'"«,.     'a.,     •■■,     ra^ 

de  p.  racines  de  l'équation  caractéristique,  telles  que  deux  quelconques  de  ces 
racines  diffèrent  d'un  nombre  entier. 

Il  peut  y  avoir  d'autres  groupes  pareils  à  celui-là. 

Nous  supposerons  que  la  suite  de  ces  valeurs  ne  va  pas  en  croissant,  et  nous 

poserons 

[  '•«,*_,  =  '•«*  ■+■  "V, 

(Si)  ra::.=.^:lf:!; 

I  >'oe,     =  ''a.     +^2. 

d2,  d3,  .  .  .,  dv,  étant  des  nombres  entiers  positifs. 
Ces  relations  peuvent  encore  s'écrire 


(84') 


\  ''a       =  r~   -+-  d-,       -4-  d3  -K  .  .  +  tfM._i  -1-  c?u.. 


Si  les  nombres  /"  sont  imaginaires,  c'est  sur  la  partie  réelle  que  porte  le  calcul. 

La  conséquence  que  nous  avons  en  vue  est  la  suivante.  Toutes  les  expres- 
sions 

F(r  +  rfj,), 

F^r-hd^-i-hd^), 


F(;-  +  df!  +  ...+  (ifll_,+  («ll) 
s'annulent  pour 

'"  =  r<v> 

que  nous  représenterons  seulement  par  ra. 

a"  Nous  prendrons  les  arbitraires  cp?  dont  les  valeurs  proportionnelles  inter- 
viennent seules  dans  le  calcul,  avec  un  facteur  /■  —  ra  élevé  à  une  puissance  né- 
cessaire et  suffisante  pour  que  toutes  les  expressions  œ*  restent  finies  et  ne  s'an- 
nulent pas  toutes  pour  /•  =  i-%. 
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3"  Enfin  nous  donnerons  à  r  une  des  valeurs  r{,  7-2,  ...,  ;•„  qui  satisfont  à 
l'équation  caractéristique,  el  nous  choisirons  les  quantités  cp°  de  manière  à  satis- 
faire aux  équations  (82a). 

Il  est  évident  que  les  expressions  ^,(81)  ainsi  déterminées  satisferont  aux 
équations  (79),  et  que  les  séries  cd,-  seront  absolument  convergentes  dans  un  cer- 
tain domaine  de  l'origine,  comme  au  n°  4  du  Chapitre  I. 

Voici  maintenant  les  résultats  généraux  du  calcul  ainsi  préparé.  Représen- 
tons par 

(85)  fi(y, .»•„)  =  —  ^-^  +  2  a''y'  («'■./  =  '. 2.  •••,«) 

i 

les  expressions  qni,  égalées  à  zéro,  donnent  les  équations  (79). 

En  supposant  d'abord  les  lettres  /•  et  tp°  indéterminées,  nous  aurons  identi- 
quement 

(86)  f,(xr<?u  ...,xrytl)  =  xr^2i(a°tJ—rhj)tf. 

j 

Choisissons  es",  .  .  .,  ts°,  de  sorte  qu'aucune  des  quantités  œ*  ne  devienne  in- 
finie pour  /•  =  /«,  et  en  outre  de  manière  que 

fi(xrou  ..  .,  J-'--i„) 

s'annule  h  fois  pour  /■  =  /'a,  h  étant  un  nombre  entier  quelconque.  Nous  devons 
avoir 

(87)  [S£L=,K)=0  (X  =  o,iia>...,A-i). 
Mais 

Nous  voyons,  par  suite,  que  l'on  peut  former  les  h  solutions  suivantes  du  sys- 
tème (79) 

y'-l       dr*       J  „.=,«) 
ou 

(89) 


1    (?/■>■- 1 
U  — 1/    à, 


±1  lon-X-i^  -+-  tp^log^a?  (X  =  o,  1,  2,  ...,  h  —  1  ). 

<r  J  (,-=;■«) 


Les  parenthèses  de  ces  expressions,  renfermant  les  dérivées  de  séries  unifor- 
mément convergentes,  auront  pour  les  puissances  de  loga;  des  coefficients,  eux- 
mêmes  uniformément  convergents. 
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C'est  avec  ce  programme  général  de  calcul  que  nous  allons  construire  un  sys- 
tème fondamental  de  n  solutions  du  système  (79).  Nous  emploierons  maintenant 
les  notations  de  M.  Horn,  en  les  modifiant  très  légèrement. 

80.   Nous  préparerons  d'abord  le  système  différentiel 


(79) 


1  P 

l       A.ap  =  aap-i-xa'a, a-hx-a'^-h. .  .. 

Multiplions  ces  équations  par  des  constantes  encore  indéterminées  uu  a.,,  ..., 
u„,  et  ajoutons  les  résultats.  Nous  aurons  une  équation  de  la  forme 

d  V    Uaya 

(9°)  x — î-j —  =  yAri«ïK«. 

et  ai  m.,*     *P    x-  P 

«P 

Ou  peut  ramener  les  deux  formes  bilinéaires 

2u  "a  Vu.       et       V  a°pMaj'p 

aux  deux /oyws  canoniques  {Théorie  des  diviseurs  élémentaires) 

V]  P<x*a        «        V  6âppa^. 

*  ap 

Les  substitutions  employées  sont  de  la  forme 
ou  encore 

"P  =  ^]  ^ap  "a,  -p  =  ^  ^«pra, 

a  a 

à  cause  de  la  forme  de  l'expression 

a 

Or,  les   v  étant  indéterminés,  ainsi  que  les  m,  on  pourra  transformer  le  sys- 
tème (79)  en  un  autre 

<9,)  *Sr-2p.e*s  (.,?  =  .,» ,„,, 

s. 

12 
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où  l'on  aura 

p*fl  =  ^  A^jfXaAjip  =  pap  +  «^ip  +  *2Kp  +  - 


Considérons  maintenant  l'équation  caractéristique  du  nouveau  système  diffé- 
rentiel 

Pi/»)  =  !  <zap  — /?8ap|  =  (pi—p).  -.(Pm—p)  =  o. 

Soit/)  — /?a  un  diviseur  élémentaire  simple  de  P(/>),  on  aura 

/)ju  =  /)](,       /)2|3  =  o  ((3  =  r,...,a  —  L,  a  +  I,  ...,  m), 

et  à  ce  diviseur  correspondra  l'équation 

P 

Supposons  ensuite  que  l'on  ait 

P*  =  Pa."  =  •  •  •  =  /?aM  =  Pu 

et  que  (/> — p0)e  soit  un  diviseur  multiple  d'ordre  e  de  P(/>),  nous  aurons 

[  Pcf<x'=Po,         Pa»a"=po,  ••-,         PaMaM      =  p<„ 

(92) 

I  />«'a'=I,  Pam  a"  =  1 ,  ■  •  ■ ,         />aM  a<«-0  =  ' . 

et  tous  les  autres  />ap  seront  nuls.  Donc,  au  diviseur  considéré  correspondront 
les  équations 

;     dz.j.. 

1  *  -^  =Ptza.  +..., 

1       d-r  _ 

(93  )  <      ^     ^ 


F       dz%.i 

x  —, —  =  p0  za(c)  -+-  ^a(c-o  +  . .  .  ; 
l         d,r 

les  parties  des  seconds  membres  remplacées  par  des  points  sont  des  expressions 
telles  que 

■*■  ^]  P'*$  ~p  -+-  *2  ^  Pip  ap  -h  . . . . 

fi  P 

Cette  préparation  des  équations  a  pour  résultat  :  1"  de  simplifier  les  calculs 
qu'on  aura  à  faire  plus  loin  ;  20  de  préciser  le  sens  des  indices  1,2,  .  .  . ,  m  qu'on 
attribue  aux  racines  de  l'équation  caractéristique.  Nous  considérerons  plus  loin 
des  groupes  de  quantités 

Pl„    PI,,     ■■■,    />>.,, 

dont  la  signification  est  dès  maintenant  précisée. 
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86.   Nous  considérerons  plusieurs  cas  : 

Premier  cas.  —  /?0  étant  une  racine  de  l'équation  caractéristique  P(/>)  =  o 
fournit  r  diviseurs  élémentaires  simples 

P-Pl  (X  =  X4,  X2,  ...,  X,.) 

du  déterminant  P(p).  D'ailleurs,  entre  p0  et  toute  autre  racine  qui  ne  lui 
serait  pas  égale,  il  n  existe  pas  de  différence  entière. 

Soit  py  une  quelconque  des  racines  égales  à  p0,  nous  pouvons  poser 

~a  =  xP^{x)  =  xP[{t^),-\-  a-(;a),  +  ^-(Zz  >.H-  ■••]  (>  =  i,  2,  • ..,  n) 

el 

(94)  (&).=  ex,         (Ç«).=  o  (a^X), 

£X  étant  une  constante,  ou  une  fonction  entière  de  p  qui  ne  s'annule  pas  pour 

p=Po- 

Soient  Ça  les  séries  calculées  dans  ces  conditions,  mais  où  p  reste  indéterminé, 
on  aura,  à  cause  des  équations  (86)  et  (o,3), 

(   Px(arPÇi,  ...,a?PÇ„)=  -  ex(/>  —pa)osi', 

(9^)  i 

I  Pa(x/'Ç„  ...,  »/'?„)  =  o  (a^X). 

et,  par  suite,  si  l'on  pose 

Çâ(*)X=[Ça(*)x][/>=/>.)i 

les  éléments 

(96)  zl  =  xi'^(xy,. 

constitueront  une  solution  des  équations  (79). 

Cette  solution  est  régulière.  De  plus,  pour  x  =  o,  la  valeur  initiale  de  £>,(•£)). 
étant  £>,,  c'est-à-dire  une  valeur  qui  n'est  pas  nulle,  cette  solution  appartient  à 
l'exposa  fit  p0. 

En  général,  en  employant  le  langage  de  M.  Fuchs,  nous  disons  que  toute  so- 
lution des  équations  (79)  de  la  forme 

yi  =  VrP(0,-  -i-  r,,-  logx  -H.  .  .-t-  <p/  \og/lx) 

est  de  forme  simplifiée,  et  appartient  à  l'exposant  p,  lorsque  toutes  les  fonc- 
tions 9,  rn  .  .  . ,  cp  sont  holomorphes  dans  le  domaine  de  l'origine,  et  que  l'une 
d'elles  au  moins  ne  s'annule  pas  pour  x  =  o. 

L'équation  (96)  fournit  r  solutions  appartenant  à  l'exposant  /?0,  lorsqu'on 
remplace  ~k  par  les  indices  successifs 
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Ces  ;•  solutions  sont  linéairement  indépendantes,  car,  si  l'on  avait 

^c>.;»  =  °  (*"  =  *■ X'')> 

on  en  déduirait 

A 

et,  pour  .r  =  o, 

Cxsx=  o  (X  =  X,. X,.), 

ce  qui  est  impossible,  à  moins  que  les  constantes  C>  ne  soient  toutes  nulles. 

Deuxième  cas.  —   Les  racines  p;?,   ...,  p\"  fournissent,   d'une  part,   des 
groupes  de  /•",  /•',  . . . ,  /•"  racines  égales  entre  elles 

P,°  =  P\i  =  •  •  •  =  P\'r.  =  />>.»  =  Po, 

p,:;  =  Pr,  =  ■  ■  ■=/i>.;,.„  =  P\»  =  Pn, 


■/,  d'autre  part , 


r°  diviseurs  élémentaires  simples  p — p0  de  V(p), 
'''  »  P—Pu 


D'ailleurs,  entre  />„,  p,,  .  .  . ,  pn  et  toute  autre  racine  qui  ne  soit  égale  à  au- 
cune d'elles,  il  n'existe  pas  de  différence  entière.  Enfin  les  différences 

P<s        —p\  —  du 

Pn-\—Pn=  da 

sont  des  nombres  entiers  positifs. 

Considérons  un  groupe  quelconque  correspondant  à  l'indice  i,  et  posons 

(97)  (.&<).  =  Wip—PiY,         (?*).  =  o  (a^V,  X«=X\;),|;...;Xj.O; 

nous  aurons,  en  vertu  des  équations  (86)  et  (93), 

PxK^Si.  ....  xpï,m)  =  —  v>{p-Pi)i+lxP, 
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En  effet.,  le  déterminant  P(/j)  a  la  forme  spéciale 


P\\-P 


Pii—p 


P~>:,.—P 


et  l'expression  qui  entre  dans  les  équations  (86)  se  réduit,  à  cause  des  hypo- 
thèses (97),  au  seul  terme 


ou  encore  a 

Les  ï'-f- 1  expressions 

(98) 


(Pïi~p)^<(p—p,y 

—  ev(p—piy+i. 

""  L       àp"       \p 


(A=  o,  1,  . . .,  i) 


seront  des  solutions  régulières  du  système  différentiel  (79). 

Mais  les  formules  (82.)  (excepté  la  première)  conduisent  à  l'expression 


(to,= 


Q<»  =  0   -Po).-.(p-pn) 


et  où  Ç(/>)  estime  fraction  rationnelle  en/?  ne  devenant  pas  infinie  pour  p  =  p0. 
Pi,  ••  -,  Pu- 

Par  suite,  pour  p  =/?,, 

(Ça)oi--  •,  (?a)rfj-i  s'annulent  au  degré  î*  par  rapport  à />, 
(Ca)rfi)  •  •  -,  (?a\/,-t-rf,-_,-i  s'annulent  au  degré  i —  1 


(Ç»)rf,+...+f/..,..:,(Ç2)rf,-l-...+rf1_i  s'annulent  au  degré  1. 
On  peut  alors  poser 


(*)v 
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Mais,  la  valeur  initiale  de  £[i(x))<  étant  égale  à 

L  (àpY  jpi 

n'est  pas  nulle.  On  en  conclut  que,  dans  les  /  +  i  expressions  (98),  la  dernière 

ou  simplement 

appartient  à  l'exposant  pi. 
Cette  solution  est  de  la  forme 

4'  =  a?"'Çj((»)x'  +  (  '  )  *'''-'  Cir1  (*)>.<  '«g»  +■  ■  ■ 

-+■(•'      )  xP<Q(r)ii\og!-lT  +  x>'<'Ç°  (>)>,• log''#. 

Ce  sera  la  seule  que  nous  considérerons  pour  la  valeur  À'. 

On  a  donc  le  Tableau  suivant  de  solutions,  dans  le  développement  desquelles 
tous  les  termes  sont  séparément  de  forme  simplifiée, 

99)         < 

'   4°  =  xi' "£x( ■'?)')."-*-  xPH-tÇ'ôr1  (a?)X"  'og^  ■+-•..+  a?p» ÇJ (af)X"  Iog"ar. 

Dans  ce  Tableau,  il  y  a 

/■°-t-  /■'  +  .  ..-h  r" 

solutions. 

Les  i  séries  Ç£(.r)x'  qui  entrent  dans  a„  peuvent  s'annuler  de  différentes  fa- 
çons, de  sorte  que  tout  ou  partie  des  logarithmes  peuvent  disparaître. 

Les  solutions  (99)  sont  linéairement  indépendantes.  Car,  si  l'on  avait  la  re- 
lation 

1=1  >.' 

on  en  déduirait 

22Cx'*WÇ"'(*)xl=!0- 

ï=l      X' 

En  divisant  par  .r-P»,  et  en  faisant  ensuite  x  =  o,  on  aurait 

2cXneXn  =  o  (>"  =  >-',',  ...,X'/...), 
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ce  qui  est  impossible  si  les  C>/<  ne  sont  pas  tous  nuls.  De  même  les  Gv-'  seront 
tous  nuls,  etc. 

Troisième  cas.  —   La  racine  p0  de  V équation  caractéristique  fournit  les 
diviseurs  élémentaires 

(p—po)ei- ,     (p—Po)e\ 

du  déterminant  P(p).  D'ailleurs,  entre  pB  et  toute  racine  qui  ne  lui  serait 
pas  égale,  il  n'existe  pas  de  différence  entière. 

Au  diviseur  élémentaire  (p  — Po)ei  correspondent  par  exemple  les  équations 
/  _    «**«- 


=  />o~a' 


(100)  /  dx 

F       dz^n) 
I  dx 

Posons,  en  conséquence, 


=  />0  2«(l)  -+-  ^■x','1)  ■+-  ■  ■  ■  ■ 


(101) 


(Ça')o     =  z\(p—pay>.  ', 
(Ça")o     =tl(p—Po)e'>-~', 


ex  étant  une  constante,  et  prenons  nulles  toutes  les  autres  quantités  (£«)„•  Soient 
L,a  =  Ça(#)x  les  séries  déterminées  dans  ces  conditions. 
Nous  aurons  les  relations 

(   Pa'(a*Çi,  •  •  -,  a>PÇ,m)=  -  sk(j>  -PoF<- 
(102) 

(   Pa(afÇi,  ..,tfW  =  »        («?*«')■ 
En  effet,  on  a,  par  exemple,  identiquement 

(Po-p)(W)„+(ï*\=o. 
Posons  alors 

'      [ç«(*)x]a     =  K(*;>., 

L — ^ — J/Jo  =w*k> 

(io3)  <       L       /        J'° 

[»*-' g,(*)x1     -«,-i^v 

Les  seconda  membres  ne   seront  pas  tous  nuls  pour  x  =  0.  En  effet,  d'après 
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les  formules  (101), 

^a  '        a '      ^a  L"t. 

se  réduisent  à  £>.  pour  x  =  o. 

En  conséquence,  on  peut  former  le  groupe  de  e\  solutions 

|    s*'1        =.r/A,[r'((.ri>^^(.r))ilogr], 

(104)     {  


[   z\*\-l  =  xP>\l'\-l(x)\+(eX      l\  ^-2(a7)xloga;+...+r°(a")xIogn-iarl, 

appartenant  toutes  à  l'exposant  y>0. 

On  remarquera  que  la  dernière  relation  fait  connaître  toutes  les  autres,  puis- 
qu'elle renferme  tous  leurs  coefficients. 

Li :s  solutions  (io4)  sont  linéairement  indépendantes;  car,  si  l'on  avait  la  re- 
lation 

V  («:>.,„ 4-»+... +  C).,^, 4.-0  =  0. 

A 

en  divisant  par  xP«  les  diverses  équations  qui  s'obtiennent  en  égalant  à  zéro  les 

coefficients  des   diverses   puissances    de    log#,   on    reconnaîtrait   qu'en   faisant 

x  =  o  on  doit  avoir 

G).,/,  =  o. 

Quatrième  cas.  —  C'est  le  cas  général. 

Les  racines  p0,  PiT---,  p„  de  V  équation  caractéristique  fournissent  les  di- 
viseurs élémentaires 

(P  —Po)e'°  Ù°  =  M:    ■  ••>   ^"0. 


D'ailleurs,  entre  ces  racines  et  toute  autre  racine  qui  ne  serait  pas  égale 
à  l'une  d'elles,  il  n'existe  pas  de  différence  entière.  Enfin  les  différences 

Pu     —p\  =  du 


Pn-i  —  pn  =  dn 

sont  des  nombres  entiers  positifs,  de  sorte  que  l'on  a 

(  P«-l=Pn+dn, 


(105) 


\  p0      =  p,i  -+-  dn  -+- . . .  -1-  di . 
Soient   a,,    a2,    ...,    a,..,-   les    indices   correspondant    au    diviseur  élémentaire 
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(p  — pi)6'1'  dans  le  système  d'équations  différentielles  en  z.  Posons 

(?«,).        =  ^(p-pi)e°+-+e'"+eV-1, 

(  Ça,).        =  V.i(P  -pi)e°+"+ei-'+eV-*, 
(.06) 

I  (ç«ei,-t)o  =  svCp  -Pty*+..<+*-+*, 

\  (çïe,,)0   =^(p-Jp<r+-+e'-', 

où  E),i  est  une  constante  ou  une  fonction  de  /?  qui  ne  s'annule  pas  pour/j  =  />j. 
On  prend  nuls  tous  les  autres  (Ça)0-  Soient  Ça  les  séries  Ça(;c)v  déterminées 
dans  ces  conditions,  il  vient 

Pa,(ar''Çi,  ••■,  *'Ç„)  =  —  EX'G?  —  pt)e°+'-+ei~t+e\i &p, 
Pa(#"Çi,  •••,  xPÇ,„)  =  o         (a  5*  a,). 

Si  l'on  prend  pour  eA  le  plus  grand  des  nombres  ex*,  et  si  l'on  pose 


/o     =  e», 

/'     =  e»H-e', 


(107) 


on  obtiendra  les  solutions 


(108) 


l'->=  e°-t-..  .+  ei-i, 
~a_  L    iàp)V-'    \„, 


(|l»=0,.  ..,/•-!), 


Ensuite  les  formules  générales  (82)  (excepté  la  première)  donneront 

(y  \   kx?Ql**(p)-(p-pi)"-1    , 

où 

q  (/>)  =  (/>  -  po  y°  (p  —pi  y...  (p  -py, 

et  où  Q(p)  est  une  fonction  rationnelle  de  p,  qui  ne  s'annule  pas  pour/)  =pQ, 

P »/>*■ 

Par  conséquent,  pour  p—p^ 

(Ça)o,---  (Ça)rf,-  1  s'annulent  au  degré  £'— ', 

(Ça)rf,-,---  (Ça)rfH-rf(-i-i  »  #-", 

(Ça )</,+... +rfs,      .  ..,      (Ça)rf,-i-...+rf.-i  »  J1, 

(Ça)rf,+...+rf.,      -..,      (Ça)rfi4-...+d,-i  »  /», 

*>•  13 
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et  1  on  peut  écrire 


(109) 


[^Wl,"""--"^'^- 


où  l'on  a 


L     (àp)W     }P, 


=  &'(*)x', 


Ho  =  p°      =0, 

H.1         /0  =   pi         =  0 


—  I . 

—  I, 


JJL'-'—  l'~-  =   p'-1  =  O. 

[XV     -  li-i  =  pv     =  o, 
On  obtient  ainsi  ex>  solutions 


appartenant  à  l'exposant/),. 

11  suffit  de  connaître  la  dernière  de  ces  solutions  pour  connaître  toutes  les 
autres,  c'est-à-dire  celle  qui  correspond  à  jàx'  =  (\i  —  1 .  Pour  avoir  leurs  expres- 
sions développées,  posons 


fo-iW 


zè-J(af)X'=(lx^"I)ç{r1',^-1(*)3L' 


r  )>/  log  j?  - 


(1  1  i  1 


zac»)x'  = 


+  (  1  /A'    '     )d_1,l>o)v1°s<!''~'-,3,1 

\e'-'  -1-  ex-—  1/  ^ 


""-'(^)X' 


/).--i 


Ç°à"°    2(a?)X'log» 


S.+  .^+il,_I)«'0(*))L'log^'*. 
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Les  valeurs  initiales  de 

&V<*h'».  ■"'    -s'(a7)v 

n'étant  pas  nulles,  les  logarithmes  ne  disparaîtront  pas  de  ces  formules. 
Les  solutions  cherchées  sont  enfin 

z'a  =  xP«Za(x)i°, 

z^'  =  xP>Za(x)\<  +  xP«Z^(x)\Aogevx, 

z£=  xPiZa(x)i*-i- xP'Z^(x)\'logei.'-x  -4-  xP«Z^(x)i'\oge'+er-x, 

1     4"=  XPn       Za         (X)V, 

I  -t-  aj/'n-iZJJ-1  (x)\»  logex»a; 


-hxP*    Z»     (a;)x»Ioge'+--t-rt"^        (X°  =  X°,  . . .,  X°„;  . . .;  X«.=  Xjl,  . . .,  X£,. 
Les  degrés  des  fonctions  Z  en  log.r  sont  respectivement 


Les  solutions  précédentes  sont  linéairement  indépendantes,  comme  on  pour- 
rait le  démontrer  par  le  même  procédé  qui  a  servi  dans  les  autres  cas. 

87.  Il  ne  reste  plus  à  démontrer  qu'une  seule  proposition  :  Toutes  les  solu- 
tions calculées  forment  un  système  fondamental. 

Après  ce  qu'on  a  déjà  vu,  il  suffit  de  faire  voir  qu'il  ne  peut  exister  aucun 
groupe  de  n  relations  identiques  de  la  forme 

(n3)  CiA.;1  +  ...-t-C[J.A,-1,.  =  o 

entre  des  solutions  formant  V ensemble  A/,  appartenant  à  un  exposant  rt, 
des  solutions  formant  l'ensemble  A,-2,  appartenant  à  V  exposant  >■<,,  .  ..,  des 
solutions  formant  V ensemble  A;|X  appartenant  à  l'exposant  r^,  les  G  étant 
d'ailleurs  des  constantes,  et  les  nombres  /',,  r2,  .  ■  • ,  t'a  n'ayant  entre  eux  aucune 
différence  entière,  à  moins  que  séparément  on  n'ait 

A,-[  =  0,         ....         A,'[j.  =  o. 

Mais  on  sait  que  chacune  de  ces  conditions  particulières  est  impossible  dans 
le  problème  d'intégration  qui  nous  a  occupé.  Donc  on  pourra,  après  avoir  dé- 
montré la  proposition  qu'on  vient  d'énoncer,  affirmer  que  les  solutions  précé- 
demment obtenues  forment  un  système  fondamental. 

S.  i3* 
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Faisons,  en  effet,  tourner  x  autour  de  l'origine  un  nombre  y.  —  i   de  fois,  et 
désignons  par 

BJi',     B£,     ...,     B^ 

les  coefficients  des  plus  hautes  puissances  de  \ogx  dans  les  groupements  A,-,,  .  .  ., 
A,,j,.  Nous  aurons 

CiA^H-. .  .H-  Cjj.A/jj,  =o, 

(0,0]  An  -t-. .  .-t-      W(j.C[J.A,(i  =  o, 


1C1A,-,-f....+  <o|i-,C|xA,v.  =  o, 
(10  =  e*tW=î). 


Eliminant  les  C  entre  ces  équations,  on  aura  une  équation  qu'on  pourra  or- 
donner en  log.r  et  qui  aura  la  forme 

Pfi-t-  Pftlogar-+-   . .+  P,„log0.r  =  o. 


Les  coefficients  de  cette  équation  seront  d'ailleurs  uniformes  et,  comme  cette 
équation  étant  algébrique  en  log.r  ne  peut  admettre  une  infinité  de  racines,  on 
devra  avoir  séparément 

P,v  =  0  (V    =   1,2,...     7)) 

En  particulier,  on  aura 


P»)  =  o 


ou  encore 


(n4) 


P/„  = 


D„     ...  U^    —  O. 


Comme  aucun  des  facteurs  de  P,-^  n'est  nul,  l'hypothèse  faite  est  inadmissible, 
et  le  théorème  qu'on  avait  en  vue  est  démontré. 
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CHAPITRE  V. 

DES   SYSTÈMES    RÉGULIERS. 


88.   Nous  avons  vu  que  les  systèmes  de  la  forme  (13)  ou  (79) 

dyi      ^ 

Xdx-=ZC'^ 
i 

(Chap.  IV,  nos  83  et  suivants),  où  les  a  sont  des  fonctions  holomorphes  dans  le 
domaine  de  l'origine,  ont  toutes  leurs  solutions  régulières,  c'est-à-dire  que  les 
éléments  de  chaque  solution  demeurent  finis  dans  le  domaine  de  l'origine,  quand 
on  les  a  préalablement  multipliés  par  une  puissance  convenable  de  x. 

Les  systèmes  précédents  ne  sont  pas  les  seuls  à  être  ce  que  nous  appellerons 
maintenant  des  systèmes  réguliers.  En  effet,  si  l'on  pose 

yi  =  x'1'  zi  ( i  =  1,  2,  . . . ,  n), 

et,  par  suite, 

dn         .   (dzt       lu     \ 
dx  \  dx         x      j  ' 

le  système  différentiel  (79)  devient 


dz, 

au  —  hi_            «12 

«1» 

dx 

x         ~l         ajA,-ArW~*        - 

'    '     .£«,— «n-f-l  ~" 

dzn 

«ni                           «12 

a„u—h„ 

•  •  -• z,, 

X 

dx 

xhn—  /l,+l  "**    '     xli„-/t1+l~-    ' 

et,  sous  cette  nouvelle  forme,  le  système  est  encore  régulier. 
Le  système 

qui  ne  rentre  dans  aucune  des  deux  formes  précédentes,  est  aussi  régulier.  Car, 
si  l'on  pose 

-i=J'i-+-r2,        z2  =  yi  —  y2, 

S.  14 
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on  aura,  pour  déterminer  ;,  et  z-2,  un  système  différentiel  de  la  forme 


dx        \x      '  '  ' ) "1~r  \      x'1 

dz, 
dx 


\       X  ]        2  \x 


et,  si  l'on  remplace  z2  par  x-o,  on  obtiendra  un  système  de  la  forme  (B). 

On  voit  donc  qu'il  y  a  une  grande  variété  de  systèmes  réguliers.  Nous  allons 
montrer  que  l'on  peut  tous  les  rattacher  à  ceux  d'entre  eux  qui  ont  la  forme  (79) 
ou  (B),  et  que,  pour  cette  raison,  nous  appellerons  des  systèmes  réguliers  cano- 
niques. 


89.   Soit 


dyi 


(n5)  ^-  =auyl-*-...+  ai,lya  (t  =  1,  2,  .  .  . ,  n) 

un  M^lcme  d'équations  différentielles  linéaires  et  homogènes,  telles  que,  dans  le 
domaine  de  l'origine,  les  coefficients  a  soient  uniformes  et  continus,  sauf  à 
l'origine,  et  que  les  éléments  des  solutions  multipliés  par  des  puissances  conve- 
nables de  x  restent  finis. 

Pour  le   point   x  =  00,  on    multiplierait    les    éléments   des    solutions    par    des 

puissances  convenables  de  -• 
1  x 

Les  solutions  seront,  comme  nous  allons  le  rappeler,  formées  de  la  manière 
suivante. 

ÎNous  avons  vu  au  Chapitre  IV  (nos  80  et  suivants)  que  l'on  peut  former  un 
système  fondamental  de  solutions  du  système  (1 15),  tel  que  ces  solutions  se  par- 
tagent en  groupes  distincts  dont  les  éléments  prennent  les  formes 

/       yn=  ■^'''"'"-'i,,,-,  /,-(«)> 
l  Yi,  =  a?'"(om-2A„,_2  fi(u), 


(116) 

I   yi,m-/c=  X'-Ujk  \,,fi(u), 


\        yim  =  Xr  fi(u), 

où  l'on  a 

i  =  1 ,  2 ,  . .  . ,  1 1 , 

(117)                                                               w  =  einryf-^, 
(118;  u  =  7=> 

2ïî/ —    I 


SYSTÈMES    D  ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES    LINÉAIRES    ET    HOMOGENES. 


io3 


où  A/-  f(u)  représente  la  différence  d'ordre  k  de  f(u)  par  rapport  à  l'accroisse- 
ment i  de  u,  et  enfin  où  m  est  une  racine  de  l'équation  fondamentale  en  to, 
fournissant  un  diviseur  élémentaire  de  degré  m. 

On  sait  que  u  augmente  de  i  quand  x  fait  le  tour  de  l'origine. 

L'équation  (i  i-)  ne  détermine  /•  qu'à  un  nombre  entier  quelconque  près. 

Les  polynômes  en  u,  /,(«)  fournissent  des  différences  A*  fi{u)  qui  sont  elles- 
mêmes  des  polvnomes,  etjvvi  est  la  seule  solution  où  n'entre  pas  forcément  u,  et 
par  suite  logx. 

Ces  principes  étant  rappelés,  formons  le  système  différentiel  caractérisé  par 
des  relations  de  la  forme  (i  16),  mais  où  les  solutions  sont  régulières.  On  suppo- 
sera que  toutes  les  valeurs  de  /•  sont  déterminées  de  manière  que  les  coefficients 
de  u  dans  les  polynômes  //(«)  soient  holomorphes,  ce  qui  sera  suffisant  pour  In 
régularité. 

Or,  on  sait  qu'on  a  (Chap.  III,  n°  63) 


Da,7  = 


dyt, 

dx 


dx 


y,ui 


D  étant  le  déterminant  du  système  fondamental  de  solutions,  et  a,j  un  coefficient 
quelconque  des  équations  (ii5).  U  résulte  de  la  forme  de  ay  que  ce  coefficient 

est  régulier  comme  les  éléments  y,j  et  leurs  dérivées  -V^  •  On  peut  donc  rem- 
placer a,j  par  —£.  dans  les  équations  (i  i  5),  et  dire  que  tous  les  systèmes  réguliers 
ont  la  forme 

("9)  P  =  y^yj, 

i 

où  les  coefficients  «,y  sont  holomorphes  dans  le  domaine  de  l'origine. 
Etudions  aussi  le  déterminant 


Xn 


y  ni 


y„n 


Le  système  fondamental  de  solutions  de  la  forme  (i  16)  peut  être  choisi  tel  que, 

si  l'on  pose 

yij=x'-Pij(logx), 


P  étant  la  caractéristique  d'un  polynôme,  les  coefficients  de  ce  polynôme  restent 
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holomorphes  dans  le  domaine  de  J'orJgine.  Dans  ces  conditions  on  pourra  poser 

D  =  xIÎII(log.r), 

II  désignant  aussi  un  polynôme  à  coefficients  holomorphes.  Si  la  variable  x  fait 
le  tour  de  l'origine,  on  sait  qu'on  aura 

D,  =  CD, 

où  D,  sera  la  nouvelle  valeur  de  D,  et  C  un  déterminant  de  constantes.  Donc,  si 
l'on  pose 

C  =  e*-*?^, 

le  produit  Dx~P  sera  uniforme  dans  le  domaine  de  l'origine,  et  l'on  pourra  poser 
simplement 

D  =  x?W(x), 

où  W(x)  sera  holomorphe. 

Cela  suffit  pour  que  les  logarithmes  disparaissent  de  n(logjc).  Posons,  en  effet, 

n(Iogar)  =/)(,+/),  log.r  -h.  .  .-h p\\og^x, 

p0,  p,,  .  .  .  ,  pi  représentant  des  fonctions  holomorphes,  et  identifions  les  deux 
formes  de  D.  Nous  aurons 

(120)  a;P1Ir(a;)  =  x^^po-hpt  log-r  -t-,  .  .-\-p\  log^-r  ). 
Faisons  tourner  la  variable  x  autour  de  l'origine,  nous  aurons 

e^f^x?W(x)  =  e^n</~'  xR[p0-h  pi(logx  -h  Q.iz^^î)  -h .  .  .-t-pi(\ogx  ■+■  %-ksJ— 7)X], 
ou,  en  faisant  e-™^  '  =.  C, , 

(121)  C^rP^O)  =  CiXR[p0-h  pi  \ogx  +...-+-  p\\og~>-x  ■+■  q0-h  cp  \ogx  -H...-H  q\-\  log^-'a?], 

en  appelant  q0,  qt,  ..  .,  ^>,_,  des  fonctions  holomorphes. 
Des  équations  (i2o)et(i2i),  on  tire 

C(pn-+-..  .-h  p^log^x)  =  Ci(/?0  +  .  .  .  +  pxl°g)'^-4-5'o-+--  ■.+  ÎX-1  log>--'a?). 

C'est  une  équation  algébrique  en  log.r,   ce  qui  ne  peut  exister,  car  une  telle 
équation  aurait  une  infinité  de  racines  distinctes.  Il  faut  donc  que  ses  coefficients 
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soient  identiquement  nuls,  ce  qui  donnera  d'abord 

Puisque  p\  n'est  pas  nul,  il  faut  que  l'on  ait  C  —  C,,  et,  par  suite,  o  et  R  ne 

diffèrent  que  par  un  nombre  entier. 

La  relation 

qo-h  qi  logx  -+-...+  qx—i  log^-'a:  =  o 

entraînera  ensuite 

?>.-i=°,        ?X-2=o,         ...,        qi=o,        y0=o. 

11  est  facile  de  voir  que  les p  et  les  g  sont  reliés  par  des  relations  telles  que  l'on 

aura  aussi 

P\=o,         /)),_,  =  o,  ....         />i  =  o. 

Donc  l'expression  x?W(x)  qui  se  réduit  à  xKpQ  ne  contient  pas  de  logarithmes. 

Le  déterminant  D  est  lié  aux  coefficients  des  équations  (i  i  5)  par  la  relation  de 

Liouville 

D  =  CeM,+--«J^, 

11  faut  alors  que  cette  expression  soit  aussi  régulière.  Pour  trouver  les  condi- 
tions de  régularité,  posons 


an -H. .  .-t-  a„„  = — -    ■ 


a-i 


a  étant  plus  grand  que  l'unité,  et  nous  aurons 


/ 


(«,!-!-■••-+-  ««)  dx  = ^ -(-.  . .-(-  K  \os,r  +.'..+  L„xi>- 

(i  —  a)^»-'  ' 


D'où  nous  tirerons 


D  =  Ced-»)*"  '  x  x<<x  0(x), 


où  9(#)  est  une  fonction  holomorphe  dans  ie  domaine  de  l'origine. 

Il  est  évidemment  nécessaire  et  suffisant  que  a  ne  dépasse  pas  l'unité  pour  que 
l'expression  de  D  soit  régulière.  Donc,  si  D  est  le  déterminant  d'un  système 
fondamental  de  solutions  d' équations  régulières  de  la  forme  (  1 1  5),  V expres- 
sion S||+...+  a.ln,  multipliée  par  x,  est  holomorphe. 

90.   On  peut  remplacer  le  système 

dx        Ad.  x"ii  J  ' 
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par  un  système  de  même  forme  en  posant,  pour  une  valeur  de  i, 


(122)  y,  =  x/cz,         d'où 

On  obtiendra  les  équations 


dyj  =  aji 
dx        x*j<  Jl 

dz  an 


v'^-i' 


dx 


ajn. 

Xl,n  J"  ' 


(,7=1,2,..   ,i —  1,  i  -M,  ■  ■■,  ri), 


dx       #».■+*  y* +  "  '  " """  Va?».-;       x ) Z  #«.»+*  ^"  ) 

c'est-à-dire  que,  si  l'on  considère  le  Tableau  des  exposants 


on  peut,  par  une  substitution  de  la  forme  (122),  modifier  la  colonne  d'in- 
dice i  et  la  ligne  d'indice  i,  de  sorte  que,  si  tous  les  nombres  de  la  colonne 
augmentent  ou  diminuent  du  nombre  k,  tous  les  nombres  de  la  ligne  di- 
minuent ou  augmentent  du  même  nombre  k.  Seul  le  nombre  a,,-  est  invariable 
s'il  est  positif .  Dans  le  cas  contraire,  il  faut  tenir  compte  du  terme  introduit 

dans  le  coefficient  de  z. 


(123) 


91.   Écrivons  les  équations  (1 19)  sous  la  forme 


dx 


=    7ua'J->'j 


Si  les  coefficients  aij  sont  holomorphes  dans  le  domaine  de  l'origine,  et  si 
tous  les  nombres  entiers  a,-  sont  nuls  ou  négatifs,  le  système  est  régulier. 

Nous  n'aurons  donc  de  difficultés  à  rencontrer  que  dans  la  recherche  des  sys- 
tèmes réguliers  où  l'un  au  moins  des  nombres  a,-  est  positif,  en  même  temps  que 
toutes  les  valeurs  initiales  correspondantes  «°  (J  =  1,  2,  . . .,  n)  ne  sont  pas  nulles 
à  la  fois.  Nous  nous  placerons  dans  cette  hypothèse. 

Nous  supposerons  d'abord  que  tous  les  nombres  a,-  soient  positifs,   et  nous 

poserons 

a,j  =  ajj  -+-  x  a}j  -+■  x2  ajj  -+- . .  . . 

Nous  ferons  ensuite  la  substitution 

y.  =  xr  <fi(x)  =  xr(<f9  ■+-  xy}  -h  a?2©?  -(-. . .) 
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et  nous  identifierons,  sachant  qu'il  doit  exister  au  moins  une  solution  de  cette 
forme . 

Nous  aurons  d'abord  les  équations 

qui  devront  être  compatibles,  et  nous  pourrons  supposer  au  moins  l'un  des  », 
soit  cb",  différent  de  zéro.  Alors,  si  cela  est  nécessaire,  nous  remplacerons,  dans 
les  équations  difiérentielles  (1  23),  l'inconnue  yi  par  yt-\-"kiy\  («'=2,3,  ...,«), 
de  sorte  que  la  valeur  initiale  «p?  -J-  X/a»"  ne  soit  nulle  pour  aucune  valeur  de  {', 
et  nous  aurons 

xl+*'  C~dx  =  Ul  ,r' +  cll-(-y- + 1-?1  )+■.■•+«!«  (r«  -1-  Xnyï  ), 

Il  est  évident  que  le  nouveau  sjstème  différentiel  pourra  prendre  la  même 
forme  générale  que  le  sjstème  (i23),  et  sera  régulier  comme  lui.  Mais,  de  plus,  si 
l'on  fait  maintenant  la  substitution 

on  devra  avoir  '-of^é  o  pour  toutes  les  valeurs  de  i. 

92.  Nous  supposerons  que  le  système  (i23)  est  préparé  de  manière  à  satisfaire 
à  cette  hypothèse. 

Parmi  les  équations  (i23)  distinguons  celles  qui  correspondent  à  la  plus  grande 
valeur  a  des  nombres  entiers  a,-,  et  plaçons-les  les  premières.  Le  système  (123") 
pourra  s'écrire 

(I24)  a7l+a£  =  26'7ry'  (i  =  i,*,...,n), 


et,  pour  les  valeurs  j,  2,  . . .,  h  de  l'indice  i  toutes  les  quantités  &?■  ne  seront  pas 
nulles  pour  toutes  les  valeurs  de  j,  tandis  que  l'on  aura  &,•.■=  o  pour  (  =  /i  +  i, 
h  -f- 2 ,  ...,/?. 

Dans  ces  conditions,  on  peut  démontrer  que  le  déterminant 

bli      •••     b% 

(■25)  

b/n      ■  •  ■      bhh 

est  nul.  En  effet,  dans  le  système  (124),  considérons  la  solution 

;/,  =  a;pu>'"->  A,„_,  fi(u)  =  crP  <p,-(;r)  =  ;rP(cp°  -4-  a;tpl  M-  a:!<p?  -(-.  .  .) 
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où  nous  pouvons  supposer  »°p^  o,  et  posons 

yi=  mg,- 


Nous  aurons 


dqi        ,  I ,  du/\ 


Mais 


i    dui  _  p         i    doi 
ut  dx        oc       ep,-  dx 


Nous  aurons  donc 

x^^i  =  6|I2*?f +  ..._,_  ré„_(f  +-L  $i)  ».«]  yi+.. .+  6„2-  ?„. 

«a;  o,  V  ^       <p i   «#  /  J  Ç i 

Comme  ces  équations  admettent  la  solution  57=  1,  nous  aurons  identiquement 

(126)  6;i-+...+  4;,-    =0. 

Cela  posé,  remplaçons  </,  par  xr(q"  +  xq\  -\-. ..).  Nous  aurons 

(127)  a-1-1-1*    -  (gr?  -h  a? q\  ■+-.■■)  +  q} -\-  23>  <??-(-. . . 

=  (6?,  -t-  xb\+.  ■■)^+"'(?î  +  3'?!+--')  +  "-' 

En  identifiant  à  zéro  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  x,  nous  aurons 
d'abord  la  condition  de  possibilité 

■,o  ?! 


(128) 


b«  b«.  ïl  b°    ï-2 

"         12<?î  "Vî 

A»    ïi         A»  7,0     i» 

""o»          °22  •••        &2"tp» 

7,0      !fj  7,0       Î?I  7,0 

nl(p»        "2œ»  '"•  "" 
Au  moyen  du  premier  membre  de  cette  condition  formons  l'équation  en  5 


(129) 


(0» 

7,0     ç  7,0     Jji 


b"^o 


Kn—S 
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Elle  pourra  se  ramener  à  l'équation 


(i3o) 


7,0     ç  7,0  7,0 

h\\  b\,  —  s       ...  b\n 


bU 


b%n—$ 


Mais,  à  cause  des  conditions  (126),  on  peut  écrire 

*l+a~dx  =bi^.^'-—ry>)-^---+h'"^L(<j/a-qi)      (J=i,2,  ...,«), 

de  sorte  que,  si  l'on  pose 

z/i  =  q/i—  q\  (h  =  2,3,  . . .,  n), 

on  pourra  former  un  nouveau  système  différentiel  régulier  de  la  forme 


dx         \        e,,  o,, 


et,  en  posant 


:7i—  zk  -+-  XZh  ■+■  .  . 


on  pourra  encore  identifier  à  zéro  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  x, 
et  l'on  aura  la  condition 

7,0     s± Ao     îî.  ..    I 

****%       &12?ï  =0, 


qui  fournira  l'équation  en  s 

_A  Ao    il  _  -  ao    XS  Ao     t« 


(i3i) 


tJl_ 

0  "l2  m» 


^g-6? 


6.,î|_6ïl,ï| 

?«  'fi 


Introduisons  la  racine  zéro  supplémentaire,  et  écrivons  cette  équation  sous  la 
forme 


(132) 


o»  cp°.  œ° 

o        Ao         &o    Ïî_4      ...        JO    Iii_A0    1» 


S. 


•••     b?,n—b<!nz%  —s 


: 


i5 
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En  ajoutant  la  première  ligne  à  chacune  des  suivantes,  nous  aurons 

-s    bu-l     ■■■     b%£ 


(.33) 


-•    W.^i 


6?,, 


Mais  à  cause  des  conditions  (126)  on  a,  par  exemple, 

-  hh  9  +••■-+■  (*?<■  -»>+.. ■+  %  Jf]  =  6?i  Jf ■+■  *■ 

Donc,  si  l'on  retranche,  dans  le  déterminant  (1 33),  la  somme  des  éléments  des 
dernières  colonnes  des  éléments  correspondants  de  la  première,  on  aura  l'équa- 
tion (129)  et,  par  suite,  l'équation  (i3o).  Appelons  \(s)  et  A,(s)  les  premiers 
membres  des  équations  (i3o)  et  (  1  33),  nous  aurons,  au  signe  près,  la  relation 


(i34) 


i(s)  =  s\l(s). 


Voici  les  conséquences  de  la  relation  (  1  34)- 

Considérons  d'abord  une  équation  régulière  à  une  inconnue 


nous  aurons 


dy 

A(s)=-s. 


(*>o); 


Donc  A(s)  =  o  admet  la  racine  zéro. 

Passons  à  un  système  régulier  de  deux  équations  différentielles.  Nous  aurons, 

à  cause  du  cas  précédent, 

A1(s)  =  o 

et,  à  cause  de  la  relation  (i34),  l'équation 

\(s)  =  o 

devra  admettre  deux  fois  la  racine  zéro. 

De  proche  en  proche,  on  démontrera  que  l'équation  A(s)  =  o  a  «  racines 
nulles,  si  le  système  (124)  est  régulier.  Mais  on  a  ici,  en  tenant  compte  des  6*. 
qui  sont  nuls, 


M*)  = 


h"    — 
"1 1 

s 

•          b% 

b\,h+i     ■■ 

b% 

■      Kh  —  « 

&JUi     ■■ 

b\n 

0 

0 

—  s 

0 

0 

0 

0 

—  s 

SYSTÈMES    D'ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES    LINÉAIRES    ET    HOMOGÈNES.  III 

On  en  conclut  que  le  déterminant 

I   &°i      •• •      b\h 

b°  A0. 

est  nul. 

93.   Cette  condition  subsiste  après  qu'on  a  fait  une  substitution  de  la  forme 

y y  =  z  -+-  m2y,  -K  . .  -t-  m„yn 

dans  les  équations  (i  il[  ). 
En  effet,  on  a 


dz 

i 

dx 


(on  — ni,b-n  — .  .  .  —  rnnb,n)z  -y-  ?  [bu — . .. —  m„b„i-*- i>i,(bn  — .. . —  mabm)]yi, 


xi+<* ■—  =  bn z  -h  ( b,-2 -h  m, bu  )y2 -+-...+  ( bin -+-  mn bn)yn. 

Le  déterminant  qu'il  faut  étudier  se  réduit,  à  cause  des  conditions 

bjj  =  o  (  i  ==  h  ■+- 1 ,  . . . ,  n), 


b%—..  .—  mhbyn     b%_  —  ...—  mhb%2-hm2(b%—..  .—  mhl>1n)     .  .  . 
b\x  b^-y-m^b^ 


Ce  déterminant  se  ramène  immédiatement  au  déterminant 

b%     ...     b\k 

bfa     •■•     K,, 

et,  par  conséquent,  ces  deux  déterminants  sont  nuls  ensemble. 
On  verrait  de  même  qu'une  substitution  quelconque 

y,=  zt+  m,yi-h.  . .  -t-  mi^yi-i  -+-  mMyi+l  -h .  ..-)-  in„y,t, 

pour  une  valeur  donnée  de  i,  même  pour  s  =  h  H- 1,  ...,«,  ne  change  rien  à  la 
conclusion  précédente. 

En  conséquence,  il  n'est  pas  nécessaire  que  l'on  ait  cp?  ^o  pour  que  le  déter- 
minant |  b"  t  ...  b\h  |  soit  nul  ;  car,  pour  arriver  au  cas  où  <p,°  n'est  nul  pour  aucune 
valeur  de  i,  on  n'a  fait  que  des  subslitutions  de  la  forme  de  celles  que  l'on  vient 
d'étudier. 
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94.   Revenons  maintenant  au  système  différentiel  (i23)  mis  sous  la  forme 


(i35) 


dx 


=  a.i,yi  +  ...  +  aiayn, 


et  supposé  régulier.  Admettons  d'abord  que,  pour  aucune  valeur  de  i,   on  n  ail 
tous  les  a°ij  nuls  quel  que  soity,  et  posons 

(i 36  |  yi=  xra;=  xr(af  -+-  %<?}+  a?2 cp? -*-...  ). 

Nous  aurons  les  équations 


(■37) 


(i  =  1,  2,  . . .,  n); 


et,  puisque  le  système  (ia3)  admet  au  moins  une  solution  de  la  forme  ( 1 36),  le 
déterminant 


(i38) 

doit  être  nul. 
Posons  alors 

(■39) 

et  déterminons  X,,  X2, 

(140) 


Z  =  \\X\  -t-  ^2^2  +  -  ■  •+  ÀreJKn, 

. ,  \n  par  les  conditions 
aîyÀ,+.,.+  a<>yX,t=  o 


(y  =  1,2 n); 


nous  aurons 


dx  \      dx 


dyn- 


=  ^i{auyi  +  ...-¥■  ainyn)  +..  .+  ln{a,ny1  + ...-[-  anllyn,) 

=  (Xirtu-H..  .-+-  X^a,,,)^  -t-.  .  .-H  (X[  «,„  +  ..  . -+-  ~kn.Ct>nn)yn- 

A  cause  des  conditions  (i4o),  cette  équation  pourra  s'écrire 
„  dx         ,  , 

di  =  a<y'+-  ■■+a»r'» 

où  a'n   .  .  .,  an  seront  des  fonctions  holomorplies  comme  les  fonctions  «,y. 

Les  équations  (i4o)  étant  compatibles  donnent  au  moins  une  valeur,  X„  par 
exemple,  qui  n'est  pas  nulle,  et,  de  l'équation  (i3p,),  on  tire 


yn 


X»' 


X, 


x„_, 
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de  sorte  qu'on  peut  éliminer yn  et  remplacer  le  système  (i 35)  par  le  système 

dz         , 
X*dx~  =      ,l'ri  +'-+{»-i,»J'«-i  +  b,mz, 

et,  dans  ce  système,  le  déterminant 


('40 


&i: 


èîi       •••      &?,»- 


°<i-l,l       •  •  •       °ii-l,n-l 


devra  être  nul  en  vertu  du  théorème  du  n°  92. 
Posons  maintenant 

yi  =  zi+v.iz 


(i  =i,i,  ...,«  —  i), 


nous  aurons 


sl+«*'=-l-w£&l' _„,■»!.+«£ 


dx 


dx 


\>-iX 


dx 


=  (bny, +...-{-  binz)—  \xix{b,nyl->r...+  bn,lz) 

—  H(^[6„i('«|+   |a,3)+...+   &„,„_!  (*„_,+  fJL„_i^)  +&„„2]. 

Le  coefficient  de  z  sera 

[Xièfi  +  .  .  .H-  [J-n-l  bi,n-i  -+-  bin —  [Jt,a?(  pt  bnl  •+- . . .-)-  (/.„_,  &„,„_,-+-  é„„), 

et,  si  l'on  veut  qu'il  soit  nul  pour  x  =  o,  il  faudra  poser 

(142)  p-i &?!  -H... -H  jji,i_i6?/i_1-(-6,l',(=  o  (î  =  1,  2,  .  ..,  n  —  1) 

Mais  le  déterminant  de  ces  équations  étant  nul,   elles  pourront  n'être  pas  com- 
patibles. 

Supposons  ces  équations  non  compatibles,  et  remarquons  que  l'on  doit  avoir 

*îi¥Ï+---+    b\nv%    =0, 

b%- i,i  <?S  +...-+-  6»_, iB <p°  =  o. 

11  faudra  en  conclure  que  l'on   a  »•  =  o,   et,   dans  cette  hypothèse,   on  pourra 


n4 

poser 
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Les  équations  (i42)  se  réduiront  aux  équations 
Mais  l'équalion  en  ;  deviendra 


Xi+a  -T-  =  6«l~l  +••  ■+  &«,«-! -S/j-l  -+-  b',ulz, 


dx 


ri  l'un  de\  ia  avoir  aussi 


et  il  y  aura  compatibilité,  car  on  doit  pouvoir  poser 

^jCbÇ-K..-)-  £>»„_, (s»_j  -¥b«jn<i%  =  o, 

el  de  plus,  on  a  identiquement 

6?..  =  o 


(j'=  1,2,    .  ...  /l). 


Alors,  si  c'est  nécessaire,  on  devra  pouvoir  calculer  des  nombres  Vi,  v»,   .  .  ., 
v„_,  tels  que  l'on  ait 


el  alors  l'expression 


sera  eçale  a 


->\b\i  +  ...+   ^u-\b%_iA  -+-    6»!     =o, 

i^?,«-i  +■  •  ■+v„-,4j.,,„_l+i;,„_1  =  o, 

a;'+a(v131  +  . .,  + v„_,  z,^l  +  z') 


(v! 6n-|-...+  v„_, èw-i,]  -+-  b,n)zi-i-. . . -)- (vÂ 61/t-H . . .+  bnn)z' 
et  sera  divisible  par  x.  Nous  prendrons  alors 


pour  inconnue  à  la  place  de  s'.  Soit,  par  exemple, 


U  =VlZl-{-...-h  V,,-,;,,-! 


Les  équations  différentielles  prendront  la  forme  générale 


,      drt 

Xl+a  —. —   =    0;!^!+.  .  .-+-    <Zin  U, 


xa  -j~  =  ani  yi-r-  ■  ■  ■  -+-  ann  ", 


(i  =  i,  2.  . . . ,  n  —  i  ; 


SYSTEMES    D  ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES    LINÉAIRES    ET    HOMOGÈNES.  113 

et  l'on  aura  maintenant 


(  i  =  i,  2,  . . .,  n  —  i  ). 


De  plus,  le  déterminant 


sera  nul. 

Parlons  maintenant  des  dernières  équations  différentielles  obtenues,  et  em- 
ployons de  nouveau,  avec  des  significations  analogues,  mais  non  identiques,  les 
notations  qui  nous  ont  déjà  servi. 

Posons 

043)  z-  1  xy%  +  ...■+-  X„_, ./„_, , 

et  déterminons  X, ,  )>25  ■  •  ■  ■,  ^«_i  par  les  conditions 
0  14  )  a\j  Xi-i-- . .+  «S-^/ijir-j  =  o 

nous  aurons,  comme  précédemment, 

dz 

X-J--T-  =  a\yl  +  . .  .-h  an^y,t-i  + a„u. 


(y  =1,2,  ...,«  —  i); 


Les  équations  (i44)  étant  compatibles  donnent  au  moins  une  valeur,  X„~i  par 
exemple,  qui  n'est  pas  nulle,  et  l'on  peut  poser 


yn-i  = 


}~t  -  -  ï^-/ 


X«-2 

—  TZS- 


de  sorte  qu'on  peut  éliminer  y„_,  et  former  le  nouveau  système  différentiel 


.+«^1        =     h..v 


045) 


dx 

,  dyn. 

dx 


b„y\     +...+  &i>«-2j>'«-2   -+-   6i,«— i-s    -\-blnu, 


-   =  6„_2]lJ'l+.  .  .-H6„_2]„_2jK«-2+6«-2,J2-l--t-  6«-2,««, 


=  &«-!, 171-t-. 


et,  dans  ce  système,  le  déterminant 


■b„-itn-iz-h  b,l-lt,l  u, 
■   b„  „_l3    -i-  b„„  u. 


devra  être  nul. 


K-ï 


Kn- 

6»    ,  „ 
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Posons  maintenant 

yi=  zt-v-  pis  (i  =  i,  a,  •  ■  -,n  —  2); 

nous  aurons 

a?'-1-»-^  =  A/1Z1  +  . .  .-t-  A,-  „_»s„_,  +  A,-  ,,-iz  -+-  A,„w. 

Le  coefficient  de  5  sera,  pour  x  =  o, 

(*,&»,  4-.  ..-t-  |JL„_s6»n_2+  &£„_,, 

et,  si  l'on  veut  qu'il  soit  nul,  il  faudra  poser 

046)                                                    (-il 6;\  -)-...  &?„_,  =  o  (1  =  1.2,  ...,«  — a). 

Ces  équations  peuvent  ne  pas  être  compatibles.  Mais,  comme  on  doit  avoir 

6?  tpj  +  . .  .-t-  b° n_t  t?«-i  =  °  (('  =  1,  2, . . . ,  /!  —  2), 

on  devra  poser  c3))_,  =  o,  ce  qui  conduira  à  remplacer  z  par  xz' .  Les  équations 
(i4t>)  se  réduiront  aux  équations  compatibles 

\i-\b\  -+■ . . .-+-  fjL„_26?n_2  =  0  (i  =  r,  2.  .  . .,  n  — 2). 

Alors,  si  c'est  nécessaire,  on  devra  pouvoir  calculer  des  nombres  v(,  v2,  .  .  . ,  v„_2 

tels  que  l'on  ait 

•/ , b\j-h . . .+  v„_, b%-,j  +  b%.{J  =  o  (j  =  1,  2,  . . . ,  n  —  a), 

et  alors  l'expression 
sera  égale  à 

(V,  bu  -H...  +  6„i  )=!  +  ..  .+  (V,  &!,„_!  +  ... +'&„,„_!  )z' 

et  sera  divisible  par  x.  On  prendra  alors 


pour  inconnue  à  la  place  de  s',  et  finalement  les  équations  différentielles  prendront 
la  forme 

,  dJi 
dx 

du, 

X*        —j—  =«„_!,!/!-)-..  .-han-ltn-\Ul+  a«-l,n«2, 

du* 

x%      -~  =  a„!     71  +  ...+  a„j,]_i    w,  +  «„„     i«2, 

et  l'on  aura  maintenant 

a°„_,  =  o,        a%l=  o  (i  =  1,  2,  . . .,  «  —  2). 
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De  plus,  le  déterminanl 

A3  = 

sera  nul. 

Il  est  évident  que  le  procédé  pourra  s'appliquer  indéfiniment,  et,  par  suite, 
qu'on  pourra  ramener  le  système  proposé  à  la  forme 

&*-4-  =  ailyl+...+  aiayll. 


En  diminuant  a  d'autant  d'unités  qu'il  sera  nécessaire,  ce  qu'on  sait  maintenant 
réaliser  pratiquement,  on  sera  finalement  ramené  à  un  système  canonique. 

9o.   Eludions  l'exemple  numérique  suivant 


dx 


=    —   1 


•■•)J',+  fe"  ï+-;- 

On  trouve  d'abord  qu'il  faut  remplacer  y2  par  xy3,  ce  qu 

•)J"'+(ïî-|-'- 


dx 

dy.2 
dx 


j 3 

x-        x 


= h    1 


La  même  substitution  sera  encore  nécessaire,  et  l'on  aura 
1         3 


dyi 
dx 

dyz 
dx 


I7i 


11  \  /  1         3 

-H H .  . .      ri  -+-     — ; H... 

a-2        r  /  J         \x*        x 


ru 
y-i- 

donne 

72- 


On  posera  maintenant 

-3  =  7i—  J'2,         d'où        ^  =  3  +  7,, 


et  l'on  aura 


efe  _  dyx        dy* 
dx        dx         dx 


j_i+...W!)  +  (i 


«?a?        \      ^2       x  Jy         J  \x*       x  é 


72 


172, 
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ou  encore 

£*  =  (_*+..  \  r,+ /_  ±  +  i 

£  =  ( h^("i---:, 

Enfin,  remplaçons  z  par  zx,  nous  aurons 


dx  ~  x\ )y- 


C'est  un  systèfne  canonique,  ce  qui  prouve  que  le  système  proposé  primitivement 

est  régulier. 

Du  reste,  on  peut  le  vérifier  autrement,  en  remarquant  que  le  système  qu'on 

vient  d'éludicr  dérive  du  système  numérique  du  n"  88  par  le  moyen  des  substi- 

tuti  o  n  s 

y\  —  x*zu        y,  =  xz,. 

96.    Le  cas  le  plus  important  des  systèmes  réguliers  est  celui  qui  provient  de 
l'équation  d'ordre  n 

d"y  _  p^  d"-1  y  p„ 

(''7'  dx"-  ~  xv>  dx»~>   +  '  "  ' +  x^.  y' 

supposée  régulière.  On  peut  le  traiter  facilement  d'une  manière  directe. 
En  effet,  remplaçons  l'équation  (147)  par  le  système  équivalent 

/   dy\         p*  p,  p„ 

\    dx        .rrai  x™*  x&n        ' 

[■£■=*-*  fy  =  a,  3,. ..,«), 

les  p  étant  des  fonctions  holomorphes  non  nulles  pour  x  =  o. 
Faisons  le  changement  de  variables  suivant 

yn=  xP  <f„, 

y,l—i  =   Xp~ '   ©,;_,', 

yl  =  se?— («— 1)  ç,, 

de  manière  que  les  dernières  équations  ( 1 48)  prennent  la  forme  canonique.  Par 
exemple,  l'équation 


yn-i-i  = 


dyn-i 
dx 
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donnera 

<?„_,-_,  =  (p  -  i)  cp„_t--H  a?-^— 

On  remarquera  en  passant  que 

T8-«-t  =  (p-*")«pS-«. 
el,  par  suite,  que 

<?«_,■- i  =  (  p  —  i )  (  ?  —  i  -+- 1  ) .  •  ■  (  p  —  i) p o° , 

et  tous  les  tp"  seront  différents  de  zéro,  si  p  est  quelconque. 
La  première  équation  ( i  4 8 )  deviendra 

/       ..  d<S\  Pi  Pu 

-t-fo —  n  -+-  i  )x?~"o,  =  — Oi-1-...H - on, 


ou  encore 

d?i       ,  Pi  Pn 


Les  équations  précédentes  forment  donc  un  système  qu'on  peut  écrire 
orh-~      =  Vto,-h  \'.1o,-t-...-h  P„a„, 


dx 

ftp„- 
dx 


x  — ^ =  <p «_,-_i  —  (  P  —  i)  œ,,-,' , 


et  où  toutes  les  quantités  P  ne  seront  pas  nulles  à  la  fois  pour  x  ==  o. 
Le  système  sera  régulier  si  l'on  a 


car  alors  on  aura  h^i. 

Je  dis  que  ces  conditions  suffisantes  sont  nécessaires.  Pour  le  démontrer,  ad- 
mettons la  proposition  pour  une  équation  de  la  forme  ( 1 47 )  et  d'ordre  (n  —  i)  et 
démontrons  qu'elle  est  vraie  pour  une  équation  d'ordre  n.  Comme  elle  est  vraie 
pour  n  =  i,  elle  sera  ainsi  démontrée  en  général. 

Au  n°  24  du  Chapitre  I  nous  avons  montré  que,  pour  ramener  un  système  de 
la  forme  (i  48)  à  un  système  non  seulement  linéaire,  mais  encore  de  la  même  forme, 
on  devait  poser 

y  n  =  y  =  uftdx; 

u  élant  une  intégrale  donnée  de  l'équation  différentielle  (i4~)-  Dans  les  condi- 
tions actuelles,  nous  supposerons  u„  régulier  et  de  la  forme  xr  <fn{x)  et,  en  nous 
reportant  aux  notations  de  ce  n"  24,  nous  ramènerons  le  système  (i 48)  au  système 


120 
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également  régulier 

dti 

dx 

=  P1i 

1  + 

dx 

=  tk- 

1 

p»-l'«-, 


(k  =  2,  3, . . .,  n  ). 


où  l'on  a 

P        =  L  T—  -  — +  PlU~\t 

1  «  [      i    dx        x&<  J  ' 

i    |~      w(re  —  0...2.I   da~l  u        pi    n(n  —  0...3.2  d"--u.  p„-iu~\ 

a~l  —  u  |         y.2...(n  —  i)    dx"-1        x™<     i.2...(«  —  2)    dxn~2       "'        a?ra„.,  J 

Nous  supposons  que  P,  ,P2, . .  -,P»_i  peuvent  se  mettre  sous  les  formes  —  >  — f  >  ••  ■> 

"",' ,  où  fi, ,  n.>,  ....  II,,    i  sont  des  fonctions  holomorphes. 
On  remarquera  alors  que  l'on  a 

Il  =  xr  o(x), 

lu  _     .  do 
dx  dx 


du  do 

=  Xr  -r-  -+■  rx'-'  o, 


et.  d'une  manière  générale, 

d^=XrdJ^^-Vr',dx^l^----i-a/'-r       i> 
ce  que  l'on  peut  écrire 

Z*>X'-ldx^.'  (S5  =  V> 

et,  par  suite, 

>.  =  * 
i    d'<  u  _  v/         _>  '    d1'-^  <? 
u  Ix7'  -Zàair     ôdxtt' 


1  =  0 


Chacun  de  ces  produits  est  donc  infini  d'ordre  infini  d'ordre  k  au  plus. 

Pi 

x™<  '  x™ 


En  conséquence,  si  des  expressions  de  P(,  P,,  .  .  . ,  P„_i  on  lire  —^  ■>  ~-j 


p"   '  ;  on  obtiendra  des  expressions  infinies  d'ordres  finis  i,  2,  ....  n —  i  res- 

pectivement  comme  P( ,  P2,  .  .  .,  P„_<  eux-mêmes.  On  devra  donc  avoir  ra,  =  i, 
w2=  2,  . .  . ,  w„_,  =  n  —  i . 
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Enfin,  de  la  première  équation  ( 1 4 8 )  on  virera 

Pu  I    I  d"  U  pi    d'1-' Il  pa-l    dll\ 

a?CT«  u  \dxn         x    dx11—1  x"--1   dx) 

et,  en  développant  le  calcul,  on  verra  que  l'on  aaussira„=/;  ('). 
On  retrouve  ainsi  le  beau  théorème  de  M.  Fuchs  : 

Les  équations  différentielles  linéaires  et  homogènes,  d'ordre  n  et  à  coef- 
ficients uniformes,  dont  les  intégrales  n'ont  qu'un  nombre  fini  de  points 
singuliers  a,,  a-,,  ■•■,  ap,  oo,  et  restent  régulières  dans  les  domaines  de  ces 
points,  sont  de  la  forme 

d" y  _  Pp-i(J?)  d"-'y        Pa,p-i)(x)  d«-*y  ^_  P„l9-l}(x) 

dx"  ~     W(x)     dx»-i  +     [W(a;)]2     ffe""2+""+    [Via;)]»    y' 
où 

W(x)  =  (x  —  ai)  (a  —  a-2)..  .(x  —  ap), 

et  où  les  P(x)  désignent  des  polynômes  en  x  de  degrés  marqués  par  les  in- 
dices ou  de  degrés  moindres. 

Cette  belle  conclusion  de  l'étude  des  systèmes  réguliers  montre  que  le  seul  cas 
général  possédant  un  caractère  de  simplicité  est  celui  du  système  (i48)  qui  pro- 
vient de  l'équation  ( 1 4 7 )  différentielle  d'ordre  n. 

97.   Ecrivons  une  équation  régulière  d'ordre  n  sous  la  forme 

d" y        pi  d'1-1  v  p„ 

dx'1         x  «a?»-1  x" 

Les  exposants  /■  des  solutions  seront  déterminés  par  l'équation 

D(/-)  =  (/•  —  «  +  i)(r  —  n-h  2). .  .7--I-  />?(/•  —  n-\-  2).  ../•+..  .-(-/>&=  o, 

qui  est  algébrique  et  de  degré  n  en  r. 

Cette  équation  s'appelle,  soit  l'équation  fondamentale  déterminante,  soit 
['équation  caractéristique  de  l'équation  différentielle. 

Il  est  utile  de  connaître  les  principales  propriétés  de  cette  équation  algébrique. 

D'abord,  pour  former  l'équation  D(/-)  =  o,  on  pourra  procéder  de  la  manière 
suivante.  On  posera  y  =  xT  dans  le  premier  membre  de  l'équation  différentielle, 
ce  qui  donnera  l'expression 

x''-"  [r(r  —  1).  .  .(/■  —  n  -+-  i)  -+-  pi  ;■(/■  —  1  )...(/•—  n  -+-  1)  -h.  .  .-(-/>„  J. 
(')   Voir  la  Thèse  de  M.  Floquet. 
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On  divisera  ce  résultat  par  xr,  et  l'on  égalera  à  zéro  le  coefficient  de  la  plus  basse 
puissance  de  x. 

Voici  d'autres  propriétés  : 

Si  p„  est  identiquement  nul,  D(/)  est  divisible  par  /•.  Faisons  cette  division  et 
changeons  ensuite  r  en  /•+  i,  nous  aurons  l'équation  caractéristique  de  l'équa- 
tion différentielle  d'ordre  n —  i,  obtenue  en  prenant  pour  inconnue-^--  Il  n'y  a 

qu'à  vérifier  l'exactitude  du  calcul  proposé,  ce  qu'il  est  facile  de  faire. 

Si  l'on  pose  y  =  xr«z  dans  l'équation  différentielle,  l'équation  caractéristique 
de  l'équation  en  ;  aura  pour  racines  celles  de  l'équation  caractéristique  primitive, 
diminuées  de  /0.  Elle  se  déduit  donc  de  l'équation  D(/')  =oen  changeant  /'  en 
r  +  /•„. 

Si  l'on  pose  y  =  T(x)^,  W(x)  étant  une  fonction  holomorphe  différente  de 
zéro  pour  x  =  o,  l'équation  caractéristique  de  l'équation  en  z  est  la  même  que 
celle  de  l'équation  en  y.  En  effet,  on  voit  sans  peine  que  l'équation  en  z  étant  de 
la  forme 


'«fc— I   ^Wi    '     ■*'  dx"- 


(/>„+P„)3  =  0, 


son    équation   caractéristique    a   son    premier    membre    décomposable    en    deux 
parties,  la  première  provenant  de  l'expression 

xr-n  [/•(;•_[)..  .(7-  —  n  -+-  l)  -!-  pi  /•(/•  —  l)...(f-n+ÎJ+...+.^,], 

et  la  seconde  de  l'expression 

xr—n  [/■(/■  —  i  )...(/■  —  n  -+- 1)  -+-  Pi  /•(/•  —  i  ). . .(  /• —  ft  +  2)+..,+  PJ, 

Or,  le  plus  haut  exposant  de  x  dans  les  dénominateurs  de  la  première  expres- 
sion étant  supérieur  au  plus  grand  exposant  de  x  dans  la  seconde,  si  l'on  multiplie 
par  x8~r,  g  étant  le  plus  grand  de  tous  les  exposants,  et  si  l'on  fait  ensuite  x  =  o, 
la  seconde  expression  donnera  un  résultat  nul,  et  l'on  obtiendra,  par  conséquent, 
le  même  résultat  qu'en  opérant  sur  la  première  expression  seule,  c'est-à-dire  sur 
celle  qui  correspond  à  l'équation  caractéristique  de  l'équation  en  y. 

Ces  diverses  propriétés,  rapprochées  des  théories  que  l'on  a  vues  dans  les  Cha- 
pitres précédents,  servent  de  base  à  la  théorie  des  équations  différentielles  li- 
néaires et  homogènes  d'ordre  «dans  la  plupart  des  Mémoires (')  publiés  sur  cette 
question.  Pour  plus  de  détails,  nous  renverrons  le  lecteur  à  ces  Travaux. 


("1  Fucus,  Journal  de  Crelle,  t.  66,  p.  i2t  et  Tomes  suivants.  —  Tannery,  Thèse  de  Doctorat.  — 
Tiiomé  et  Fkœbiïnius,  Journal  de  Crelle,  t.  66  et  suivants. 
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Ajoutons  enfin  une  remarque.  Il  peut  se  présenter  une  circonstance  curieuse 
dans  le  cas  des  systèmes  réguliers.  Si,  en  un  point  quelconque  x  =  o,  toutes  les 
racines  de  l'équation  caractéristique  F(r)  =  o  sont  entières,  positives  et  distinctes, 
elles  ne  formeront  qu'un  seul  groupe.  Si,  en  outre,  les  logarithmes  disparaissent 
dans  l'intégration,  les  solutions  n'offriront  au  point  x  =  o  aucune  singularité,  et 
ce  point  ne  sera  pas  en  réalité  un  point  singulier.  Il  ne  diffère  des  autres  points 
qu'en  ce  que  le  déterminant  d'un  système  fondamental  de  solutions  s'y  annule. 
Ces  points  ont  reçu,  de  M.  Weierstrass,  le  nom  de  points  à  apparence  singu- 
lière. 

98.  Le  théorème  de  M.  Fuchs  fournil  une  seconde  méthode  pour  décider  si 
un  système  quelconque  est  régulier. 

Posons 

-  =  >.i7i +  ■•■-+-  ^„yn, 
et  soit  donné  le  système 

(  1 49  )  a-P  -&  =  an  yx  +  . .  .4-  aia  y». 

Il  est  à  peu  près  évident  que  ce  système  sera  régulier,  si  la  valeur  ;  satisfait  à 
une  équation  différentielle  régulière  d'ordre  n,  quelles  que  soient  les  valeurs 
de  X,,  . ..,  1„.  Nous  allons  préciser  cette  question. 

D'abord  z  satisfait  à  une  équation  différentielle.  Car  si  la  variable  x  fait  le  tour 
de  l'origine,  on  a,  avec  les  notations  du  Chapitre  III, 

Zy=X1YIy-(-...+  X„Yny, 

et,  entre  les  anciennes  et  les  nouvelles  valeurs  yij  et  Y,y  des  éléments  d'un  sys- 
tème fondamental  de  solutions,  existent  les  relations 

Y'7  =  c>i yi\  ■+■  •  ■  ■  -+-  Cj„y,„, 
de  sorte  qu'on  a 

Zy=  Xi(Cyi^n  +  . . .+  Cj,tyln)  ■+-. .  .+  ln(CJ1yni-h. . .-+-  CJnynll) 
ou 

Zy=  CJ1(llyil-h..:+laynl)+...+  Cja(l,yln-h...-hl„ynn), 


ou  enfin 


Zy=Cyl3l  +  ...+  Cy,^„. 


On  reconnaît  les  équations  caractéristiques  d'une  équation  différentielle  Li- 
néaire et  homogène  d'ordre  n.  Pour  des  valeurs  choisies  de  ~k,  l'ordre  n'est  pas 
nécessairement  n;  il  faut,  pour  cela,  en  plus  des  conditions  précédentes,  que  les  n 
fonctions  st,  ...,:■„  soient  linéairement  indépendantes. 
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Le  contraire  peul  arriver.  En  effet,  écrivons  la  relation 

AjSi-t-. .  .-t-  Anzn=  o 

à  coefficients  constants.  On  en  conclura,  en  faisant 

ZJ—  ^iTij-i--  ■■+^ny,ij, 
la  relation 

A.i(X1^n  +  ...-t-X„,x„1)+...+  A„(XI^1„-i-...4-X„-yn„)  =  o 

ou 

Xi(A1_x11  +  . . .+  A„7i„)  -K .  .-h  X„(A,r„.i  +. . .+  A„j„„  )  =  o. 

Or,  les  parenthèses  renferment  les  éléments  d'une  certaine  solution  du  système 
différentiel.  Donc,  si  l'équation  générale  en  z  n'est  pas  d'ordre  n,  il  existe  une 
solution  y-,, ,  . . . ,  i\„  des  équations  en  y,  entre  les  éléments  de  laquelle  il  existe 
une  relation  linéaire  à  coefficients  constants  de  la  forme 

).|ï)l  -h.  .  .-t-  l„rln  =  o. 

La  réciproque  est  vraie.  En  effet,  on  a 

i){=  Ai  yu  -h...  -t-A„y,-„ 
et,  par  suite, 

X,(A1,7n-i-...)+...  +  X,l(A1joJl4-...)  =  o 
ou 

Ai(X!/u  +  . .  .-t-  X„j„,)h-.  .  .h-  A„(X17i„-i-.  . .)  =  o. 

Donc  les  n  fonctions 

s<=  X^',, ■ +  ...-+-  X„y,„- 

ne  sont  pas  linéairement  indépendantes. 

Mais  si  les  \  restent  quelconques,  l'ordre  de  l'équation  en  z  est  n.  Car,  pour 
que  l'équation 

Xi(A1yu  +  ..  •-+-  A„jKi«)-i----+^«(Air«i-i---.-t-A.„jK,i,i)  =  o 
soit  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  de  1|,   .  .  . ,  A„,  il  faudrait  que  l'on  eût 

A-iyin  -+-...+  h-nyin  =0  (  l  =  1 ,  2,  . . . ,  n ), 

ce  qui  est  impossible,  si  le  système  de  solution yij  est  fondamental. 
On  formera  l'équation  d'ordre  n  en  z  de  la  manière  suivante. 
Posons,  en  général, 

dkVi  I     /  a  k  a  k 
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et  dérivons  cette  équation.  Nous  aurons 


d*+lyi  =        t     /     dA.fr 

dxk+*  xkP    V        dx 


+yn 


dk'in 

dx 


xkP 


) 

A*  dyi    i  .    .  +  A*  dy,l\ 
'  n  dx       '"         '"  dx  / 

^Lyn), 


k?       I  A  * 


et,   en  remplaçant  -^  par  sa  valeur  tirée  des  équations  proposées,   nous  ob- 
tiendrons 


équations  où  l'on  a 

A//'  =  ^^-^P^-1A^  +  (Af1A^  +  ...+  A^AAy), 

et  les  fonctions  Aiy-  seront  holomorphes,  à  condition  que  p  soit  un  entier  positif,  et 
que  les  fonctions  a,y  de  l'équation  (149)  qu'on  peut  écrire  A'  soient  holomorphes. 
On  aura  alors  successivement 


d*z  _  ,    dkyi 
dxk 

dl'z 


dxk  dxk 


d*yn 

dxk 


^P^  =  X,(A''•>'1  +  •■•)  +  )"'(A'''■>''-,-•••)' 


ce  que  nous  écrirons  simplement 


xkP 


dk. 


=  P*l  J'i  -»---.  -H  P &« J^«  • 


En  faisant  k  =  1 ,  2,  .  .  . ,  «  dans  cette  équation,  nous  obtiendrons  n  équations 
du  premier  degré  enj,,  .  .  :,ya-  Avec  l'équation  qui  définit  s  nous  aurons  n  4-  1 
équations  entre  lesquelles  nous  pourrons  éliminerai,  •  ■  -,  yn-  Le  résultat  ob- 
tenu est  de  la  forme 


dx"-i 


l7 
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ou,  en  développant,  de  la  forme 

d"z         i    A,  d"~iz  i        A,i-i  dz 


(i5o) 


cte"     '    .rP    A    dxn~l  x{"-l)?      A       fte        ,r"P  A,j  ' 


Si  l'on  a  o  =  i,  tous  les  rapports  -£  devront  être  holomorphes,  car  l'équation 

en  ;  devra  être  régulière  comme  le  système  proposé. 

Pour  une  valeur  quelconque  de  p,  les  conditions  seront,  comme  on  l'a  déjà  vu 
directement,  compliquées  à  cause  de  la  présence  indispensable  des  n  indéter- 
minées ).,,  .  .  .,  X„  dans  les  déterminants  A. 

Cependant,  si  les  hypothèses 

\j  =  o,         j  je.  i,         X,  5*£  o, 

faites  pour  toutes  les  valeurs  de  i  successivement,  conduisent  à  n  équations  dif- 
férentielles d'ordre  n,  chacune  de  ces  équations,  étant  débarrassée  d'arbitraires, 
sera  d'une  façon  rapide  reconnue  régulière  ou  non,  et  cet  examen  suffira  évi- 
demment pour  formuler  une  conclusion  sur  l'équation  générale  en  z-,  ou  sur  le 
système  proposé  lui-même. 

99.  Le  procédé  qui  permet  de  ramener  un  système  régulier  à  la  forme  cano- 
nique consiste  à  faire  une  suite  mélangée  de  substitutions  des  formes 


yiW+^ntjyj      (7=1,2,  ...,  i  —  M'  +  l,  ...,n). 
i 

Réciproquement,  si  l'on  fait,  dans  un  système  canonique  général,  une  suite  de 
substitutions  arbitraires  des  formes  précédentes,  on  formera  un  système  régulier 
quelconque. 

Comme  conclusion  de  ce  Chapitre,  nous  dirons  que  tout  système  régulier  peut 
être  ramené  à  un  système  canonique. 
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CHAPITRE  VI. 

DES  SYSTÈMES  A  COEFFICIENTS  PÉRIODIQUES. 


100.  Au  moyen  des  principes  exposés  au  Chapitre  précédent,  on  peut  recon- 
naître si  les  solutions  d'un  système  d'équations  linéaires  et  homogènes  sont  ré- 
gulières en  chaque  point.  Si,  de  plus,  les  racines  de  l'équation  caractéristique 
sont  entières,  et  si  les  logarithmes  disparaissent,  les  éléments  des  solutions  seront 
uniformes.  Nous  supposerons  dans  le  Chapitre  VI  que  ces  hypothèses  soient 
réalisées  clans  tout  le  plan,  et  nous  étudierons  la  classe  très  intéressante  des  équa- 
tions différentielles  de  la  forme 

(A)  -^=ailyl+...+  ainy,u 

où  les  coefficients  a  sont  des  fonctions  uniformes  admettant  la  période  u>,  et 
dont  les  solutions  sont  uniformes. 

Si  l'on  pose  e     w      =x',  le  système  A  prendra  la  forme 
(A')  ^X =a'llyl  +  ...  +  alnyll. 

Ce  système  linéaire  pourra  être  étudié  comme  un  système  ordinaire,  et,  en 
rétablissant  ensuite  la  variable  indépendante  x,  on  aura  mis  en  évidence  le  rôle 
de  la  période  w. 

Mais  on  peut  employer  un  procédé  direct  de  recherches,  comme  nous  le  mon- 
trerons dans  ce  Chapitre. 

101.  Soient  J'ij(j  =1,2,  .  •  • ,  n),  ou  fij(x)n  solutions  distinctes  du  système 
différentiel  (A).  Quand  la  variables  va,  par  un  chemin  quelconque,  du  pointa;  au 
point  x  +  w,  les  fonctions  uniformes  fij(x)  prennent  les  nouvelles  valeurs 
fij(x-\-to),  tandis  que  les  coefficients  uniformes  et  périodiques  a  reprennent 
leurs  valeurs  primitives.  En  consécjuence,  les  ftj(x  -+-  w).  fonctions  toujours  dis- 
tinctes, forment  un  second  système  fondamental  de  solutions  dont  on  peut  ex- 
primer les  éléments  en  fonctions  linéaires,  homogènes,  à  coefficients  constants  des 
éléments  du  premier  système  fondamental  fj(x).  On  aura  donc  des  relations  de 
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la  forme 

(.5i)  /</(*-+-  w)  =  Cyi  /»(»)+.  • .+  Cyn /,„(*), 

où  le  déterminant  des  constantes  C  est  différent  de  zéro. 

102.  Les  relations  (i 5 1)  sont  caractéristiques  dans  le  plan  des  systèmes 
d'équations  linéaires  et  homogènes,  à  coefficients  périodiques,  et  dont  l'inté- 
grale générale  est  uniforme . 

Soit,  en  effet,  D  le  déterminant,  supposé  différent  de  zéro,  de  n2  fonctions 
yij  (/,  j  =  i,  2,  3,  ...,/;)  d'une  variable  indépendante  x,  uniformes  dans  tout  le 
plan  et  n'ayant  que  l'infini  pour  point  singulier. 

Supposons  que  cette  variable  x  décrive  un  chemin  quelconque  allant  du  points 
au  point  x  -+-  w.  Si  les  n-  fonctions  prennent  des  valeurs  nouvelles  liées  aux 
anciennes  par  des  relations  linéaires  et  homogènes  à  coefficients  constants  telles 
que  les  relations  ( 1 5 1 ),  ces  fonctions  forment  un  système  fondamental  de  solu- 
tions d'un  système  d'équations  de  la  forme  (A)  dont  les  coefficients  a  sont  pé- 
riodiques et  n'ont  d'autre  point  singulier  que  l'infini. 

Nous  démontrerons  cette  proposition  en  formant  un  système  d'équations  tel 
que  (A)  auquel  satisfassent  les  n-  solutions  yij.  Nous  aurons,  en  général,  les  re- 
lations 


amynj 


(j  =  i,i,  . ..,«), 


et  nous  en  tirerons 


D  ai n  = 


Xn 


dx 


y  m 


dvin 

n-   •••    ss-    ■■■    y™ 


c'est-à-dire  que  nous  pourrons  calculer  les  coefficients  a. 

Ces  coefficients  sont  exprimés  par  le  rapport  de  deux  déterminants.  Le  déno- 
minateur du  rapport  est  toujours  D  ;  le  numérateur  est  le  résultat  obtenu  en  rem- 
plaçant dans  D  les  éléments  d'une  colonne  par  les  dérivées  des  fonctions  yij.  Les 
éléments  des  deux  déterminants  prennent  des  valeurs  nouvelles  liées  aux  an- 
ciennes par  des  relations  linéaires  et  homogènes  à  coefficients  constants  de  la 
forme  (i 5 1 )  quand  la  variable  x  décrit  un  chemin  quelconque  du  point  x  au 
point  x-\-a>.  Les  constantes  sont  les  mêmes  pour  les  éléments  homologues  des 
deux  déterminants  qui  forment  le  rapport.  Les  deux  termes  du  rapport  sont  donc 
multipliés  par  le  même  déterminant  des  constantes.  Donc  le  rapport  ne  change 
pas,  et,  par  suite,  les  coefficients  a  sont  des  fonctions  périodiques. 
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Les  coefficients  «,  n'ayant  évidemment  pas  d'autres  points  singuliers  que  ceux 
des  fonctions  yij  elles-mêmes,  n'ont  d'autre  point  singulier  que  l'infini. 

Enfin,  le  déterminant  D  n'étant  pas  identiquement  nul,  les  fonctions  yij 
forment  un  système  fondamental  de  solutions  du  système  d'équations  (A). 

103.  Considérons  maintenant  deux  systèmes  fondamentaux  de  solutions  du 
système  d'équations  (A).  Nous  représenterons  leurs  valeurs  par  y;j  et  ïjy,  et  leurs 
nouvelles  valeurs  par  Y/y  et  H, -y  quand  la  variable  x  a  passé  du  point  x  au  point 
x  +  co.  Les  déterminants  L  et  A  des  constantes  qui  entrent  dans  les  relations 

YiJ  =  tjira  -+-•••+  Ijnytn    } 

\  ( i,j  =  I,  2,  . ..,  n\ 

Hy=A/1jKzi-f-..--+-X_,-ffiï),-n   ) 

seront  différents  de  zéro. 

Si  l'on  exprime  les  éléments  i\£j  en  fonction  des  éléments  ytj,  on  aura  les  rela- 
tions à  coefficients  constants 

IV  =  C/iiy/i  +  ...-+-Cy„ix,„, 

ll,v=C;lYil  +  ...+  CJ„Y,„: 

d'où,  en  développant  les  deux  expressions  de  H,-y, 

H,7  =  (Cy,;H+...+  CJn  lnl  )yn  +. . .  +  (Cyi  /,„  H-. . .  +  CJn  lnn  )yin, 
II/7=  ()V,C,,+.. .-+-  X/nGnl )yn  +  ...+  (kA C,»  +  .  ..+  Xy„C„„)7t„] 


on  en  conclut  (n°  38)  que  (es  diviseurs  élémentaires  du  déterminant 

lu—       ■••  In, 


R(£)  = 


hn 


ne  dépendent  pas  du  choix  du  système  fondamental  de  solutions  qui  sert  à 
former  ce  déterminant. 

104.   Posons,  en  général 

Y,y=^yi/h  +  ...-t-  Ijnym, 

les  coefficients  l  étant  indépendants  de  l'indice  i.  Nous  venons  de  voir  que  le 
déterminant  R(s)  conserve  les  mêmes  diviseurs  élémentaires  quand  on  change  le 
système  fondamental  de  solutions.  On  a  vu,  d'autre  part  (Chap.  II,  n°  o3),  qu'on 
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peut  formera  priori  un  déterminant  ayant  les  mêmes  diviseurs  élémentaires  que 
le  précédent.  Ce  déterminant  R'(s)  est 


R'(e)  = 


Il  résulte  de  là  qu'on  peut  faire  une  double  substitution  de  la  forme 


ytj=&j\y't\  ■+-••■+  cy„y,„, 

.r'ij  =  C,;X,|+..  .+  CHjXia, 


qui  ramène  à  la  fois  la  forme 


à  la  forme 
et  la  forme 
à  la  forme 


■*7i  Yfi  -t- . . .  -+-  Xi,i  Y,-„ 
arjj  Y'f i  -H . . . H-  x'in  X\n , 
xnyH-4-...  +  tetayin 

x'ny'il  -+-■  •  •+  x'iny'in 


lesj^'et  les  Y'  étant  les  anciennes  et  les  nouvelles  valeurs  d'éléments  qui  corres- 
pondent au  déterminant  R'(s). 

Or,  si  l'on  considère  la  forme  de  ce  déterminant  par  rapport  aux  coefficients 
qu'on  appelait  l  d'une  manière  générale,  on  voit  qu'on  a  les  relations  impor- 
tantes 

Y/i  =  «tri,, 

YH  =  ziy'i2-t-y'n, 


y'ij<=Sîy'i>j'+y'u'-i> 
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On  tire  de  là  le  théorème  suivant  : 

Soient  (e( —  s)c<,  ...,  (îp — s)ei  les  diviseurs  élémentaires  du  déterminant 
R(î),  et  il  importe  peu  que  les  binômes  e,  —  e,  ...,  sp — s  soient  distincts 
ou  non,  on  peut  trouver  un  système  fondamental  de  solutions  dont  les  élé- 
ments se  groupent  d'après  les  relations 

Y,-2=  thyn  +yn, 


(î/, —  z)ei'  étant  l'un  quelconque  des  p  diviseurs  élémentaires  de  R-(s). 

105.  On  peut  arriver  aux  relations  précédentes  en  partant  d'un  système  fon- 
damental quelconque  de  solutions,  et  en  substituant  à  ses  éléments  d'autres  élé- 
ments qui  leur  soient  liés  par  des  relations  linéaires  et  homogènes  indépendantes 
et  à  coefficients  constants  convenablement  choisis. 

Le  choix  de  ces  coefficients  est  déterminé  par  des  procédés  identiques  à  ceux 
qu'on  a  exposés  au  Chapitre  111  (nos  68  et  suivants)  dans  une  question  absolu- 
ment analogue. 

106.  Posons 

f\x)  =  vSi(x)  -+-  x  rz-i(x)  ■+■  ■  ■  .H-  xm~l  mm(r), 

les  fonctions  ns  satisfaisant  aux  relations 

n  =  ew, 

lorsque  dans  ces  fonctions  x  varie  deœàx+u.  On  dit  dans  ces  conditions  que 
chaque  fonction  uniforme  ra(.r)  est  périodique  de  seconde  espèce  à  lapé/iode  w 
et  au  multiplicateur  t.  Si  £  =  i,  on  dit  simplement  que  vs(x)  est  périodique. 
On  peut  dire  aussi  que  ts(x)  est  périodique  de  première  espèce. 
Toute  fonction  uniforme  satisfaisant  à  la  relation 

II  =  sra,         ou         tz(x  ■+■  co)  =  s  tb(x), 

peut  être  représentée  par  l'expression 

m(^)  =  erx  p(x), 

où  l'on  a  e  =  erw,  et  où  p(x)  est  une  fonction  périodique  de  première  espèce. 
En  effet,  le  produit  e~r-rTn(x)  est  périodique  de  première  espèce. 
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107.  Pour  chaque  groupe  de  solutions  satisfaisant  aux  relations 

Yji=  Bjrtl, 

Yjs=  eyit-4-ytH 


on  pourra  poser 


(•52) 


Yim=syim-i-yi,m-i, 
yi,«_,=.sA/i(x), 

r,-,  =  ««-«  i»-,  f,(*). 

absolument  comme  dans  les  nos  80  et  81  du  Chapitre  IV,  les  différences  A  étant 
prises  par  rapport  à  l'accroissement  w  de  x.  Vérifions,  en  effet,  que  ces  formules 
sont  vraies.  Nous  aurons 

Y„1_*=e*+»A*/(a?-i-w) 

=  eH-»  [A* /(*)  +  **+!/(*)] 

=  £  r  /«-A- H"  /«.-*-!■ 

Mais,  dans  le  calcul  de  \J(x),  il  faut  bien  remarquer  que  l'on  a 

/(a?)  =  ra,  (.r  )  + a;  TOoO) -*-...=  e«[y>,(.r)  +  x/)j(x) +.  .  .]; 
de  sorte  que  l'on  a 

/(a?-t-  (o)  =  e''">erx[/>i(a?  +  u)  +  (a:  +  cu)/>2(.r-i-  co)  +.  .  .] 
ou 

f(x  ■+■  CU)  =  £[TOi(3')  -+-(37+  C0)ro.2O)  -j- .  .  .], 

et,  par  suite,  dans  le  calcul  des  A  successifs  de  /(x),  il  faut  changer  x  en  x  -+-  cj 
seulement  en  dehors  des  coefficients  w(x),  ces  coefficients  étant  considérés 
comme  des  constantes,  et  ensuite  multiplier  par  s  à  chaque  nouvel  accroisse- 
ment A. 

On  peut  encore  dire  que  chaque  groupe  de  solutions  peut  être  représenté  par 
des  expressions  de  la  forme 

/  vim     =  erxo},„, 
(i53)  ^,*-.  =  «™[>î,,B-i-'- **?,»-.]. 
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les  fonctions  a  des  seconds  membres  étant  périodiques  de  première  espèce,  et 
liées  entre  elles  par  des  relations  qu'on  déduit  facilement  des  équations  (i52). 

108.  On  peut  considérer  les  équations 

dyt 
(A)  -^=atlyï  +  ...^-ainyn 

à  coefficients  constants  comme  des  équations  à  coefficients  périodiques,  de  pé- 
riode arbitraire  oj.  Considérons  le  groupe  précédent  de  solutions.  /•  y  est  arbitraire 
avec  to.  Mais,  si  l'on  se  donne  w,  r  est  déterminé  par  la  relation  s  =  e'w.  On  re- 
trouve le  résultat  bien  connu,  c'est-à-dire  que  les  racines  e  de  X équation  fonda- 
mentale sont  liées  aux  racines  r  de  V équation  caractéristique  par  la  relation 
e=Ce'',  G  étant  une  constante.  De  plus,  on  trouve  que  les  formes  sont  celles  qui 
conviennent  aux  éléments  des  solutions  du  système  (A). 

109.  Considérons  maintenant  un  système  d'équations 

(A)  X;=ffi,.l7l  +  ...+  fll.s7„! 

dont  les  coefficients  a  sont  doublement  périodiques,  et  dont  l'intégrale  générale 
est  uniforme,  avec  le  seul  point  x  =  oo  pour  point  singulier. 
Nous  poserons,  d'une  manière  générale, 

Y  m(x)  =  m0(x)  -h  Wi(.r)  -+-.  .  . +  .r"<  m„,(x), 

les  fonctions  rv(x)  étant  périodiques  de  seconde  espèce,  à  la  période  w  et  au  même 
multiplicateur  s,  et 

]'',„(  x)  =  m'0  (x)  -+-  xtz\(x)  -+-.  .  .-+-  x'"  m'm(x), 

les  fonctions  vs'  étant  périodiques  de  seconde  espèce,  à  la  période  w',  et  au  même 
multiplicateur  s'. 

D'après  les  formules  (i5a)  du  n°  107,  le  système  (A)  admet  un  système  fonda- 
mental de  solutions  dont  chaque  groupe  est  de  la  forme 


(i54) 


yi,m    =Po;i(»), 

J'l,8^-I=pl,/(*), 


!,*(*)■ 


Ce  groupe  appartient  à  un  multiplicateur  s,  racine  d'une  équation  fondamentale 
S.  18 
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D'ailleurs,  d'après  les  théories  générales  du  Chapitre  IV,  toute  solution  appar- 
tenant au  même  multiplicateur  est  une  combinaison  linéaire  d'éléments  caracté- 
risés par  les  relations  (r 54)-  Observons  cependant  qu'il  peut  y  avoir  plus  d'un 
groupe  de  relations  de  cette  nature. 

En  d'autres  termes,  soit  R(s)  =  o  l'équation  fondamentale  aux  multiplicateurs  ; 
s,,  c2,  .  .  .,  Eji  les  racines  distinctes  de  cette  équation.  A  l'une  de  ces  racines  e* 
d'ordre  de  multiplicité  p.A-  correspondront  un  ou  plusieurs  groupes  de  relations  de 
la  forme 

"£,,,  =  Pfz(*)        ) 


A  =p,W*) 


(À-'=l,2,  ...,V/,), 


de  manière  que,  v*  étant  le  nombre  de  ces  groupes,  le  nombre  total  des  relations 
soit  [x/j.  Toute  solution  appartenant  au  seul  multiplicateur  e*  est  une  combi- 
naison linéaire  des  [jt*  solutions  précédentes. 

Ce  théorème  résulte  de  considérations  identiques  à  celles  qui  terminent  le 
Chapitre  JV. 

Mais  on  peut  le  démontrer  directement  sous  l'énonce  suivant  : 

S'il  existe  une  relation  identique  de  la  forme 

(i55)  C1A/,  +  ...-)-C1J.A/a=o 

entre  des  solutions  formant  l  ensemble  A,,  appartenant  au  multiplicateur  s,, 
des  solutions  formant  l'ensemble  A/2  appartenant  au  multiplicateur  e2,  .... 
des  solutions  formant  l'ensemble  A,-^  appartenant  au  multiplicateur  s^.;  les  C 
étant  d'ailleurs  des  constantes,  on  a  séparément 

A/!  =  o,         A,-2  =  o,  ...,         A,jj,=  o. 

En  effet,  donnons  à  x  les  valeurs  successives  x  +  oj,  x  +  i  w,  . . . ,  x  +  ^.  —  no, 
et  désignons  par  F?;,  FJl;,  . . . ,  F,^  les  coefficients  des  plus  hautes  puissances  de  x 
dans  les  groupements  A(l,  .  . .,  A,;,.,  nous  aurons 

C,  An(x  -+-  Xu>)  -t-.  . .-t-  C!iA;(Jl(^-)-  lu>)  =  o        (X  =  o,  i,  2,  . . .,  jj.  —  i). 

Si  l'on  élimine  les  C  entre  ces  jj.  équations  et  si  l'on  ordonne  l'équation  ob- 
tenue par  rapport  à  x,  on  aura 

(i56)  Fa+îeF,-2-+-...-i-3flF?(x=o, 

où  les  fonctions  F  sont  périodiques  de  seconde  espèce  au  multiplicateur  e,  s2 .. .  e^.. 
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Cela  résulte  de  la  forme  même  de  cette  équation  quand  on  l'écrit 


An(x) 
A/i(a?-t-  to) 


A,-u.(*) 
A,-[,.(a?  +  to) 


A/,  (  a:  -t-  |x  —  i  oj  )      ...     A,-m  \x  ■+■  \k  —  i  to  ) 

De  plus,  la  relation  (i 56),  dont  le  premier  membre  est  considéré  comme  un 
polynôme  en  x,  doit  être  identique,  sans  quoi  l'équation  algébrique  de  degré  r, 
en  x  aurait  une  infinité  de  racines.  En  effet,  cette  équation  pourrait  aussi  s'écrire 

(s,  t,  . . .  S[,.)*[Fn^-0  +  Xw)F,-,-i-.  ..+  (»  +  Xw)0F;y  =  o, 

quelle  que  soit  la  valeur  de  )..  Il  faut  donc  que  le  coefficient  FJj,.  soit  nul  en  parti- 
culier. Or,  ce  coefficient  est 


B7|i(*)  = 


1  ,,   l  ,,    ...  1  ,-„  , 


c'est-à-dire  que  Fj1„(ic)  est  un  produit  de  facteurs  dont  aucun  n'est  nul  par  hypo- 
thèse. 

Donc,  la  relation  (  î  55)  ne  peut  exister  que  si  l'on  a  Ci  =  o,  . .'.,  Cjj,=  o,  ou 
encore,  la  relation  ne  peut  résulter  que  des  relations  séparées 


An: 


A/»  =  o. 


110.  Le  théorème  précédent  se  traduit  d'une  manière  remarquable  par  un 
rapprochement  entre  deux  déterminants  R(e),  R(e')- 

Considérons,  en  effet,  les  groupes  des  solutions  qui  correspondent  à  la  pé- 
riode to  et  au  multiplicateur  s*  comme  formant  un  groupe  unique;  appelons  G  ce 
groupe.  Le  nombre  des  solutions  contenues  dans  G  est  p.*,  c'est-à-dire  le  degré 
de  multiplicité  de  la  racine  s*  dans  l'équation  R(e)  =  o. 

Toute  solution  qui  admet  le  seul  multiplicateur  s*  se  tire  d'ailleurs  de  G  par 
des  combinaisons  linéaires. 

Cela  posé,  soit  ç,-y(#)  une  solution  quelconque  contenue  dans  G,  z>,j  (x  -+-  w') 
sera  aussi  une  solution  puisque  les  coefficients  du  système  différentiel  proposé  (A) 
admettent  aussi  la  période  to'.  On  devra  donc  avoir 


<Bij(x  -+-  tu'  )  =  La  tpa  -+- . . .-+-  L,-| 


(/=  i,a,  ...,  (u-)- 
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Ces  relations  étant  absolument  les  mêmes  que  les  relations  ( 1 5 1 )  du  n°  101 ,  on 
en  déduit  immédiatement  les  mêmes  conséquences,  à  savoir  celles  du  n°  104. 

On  peut  diviser  les  relations  cp,y-  en  groupes  correspondant  aux  diviseurs 
élémentaires  du  déterminant 


R(E')  = 


!•>, 


de  manière  que,  si  (t'h —  s)e/<  est  un  diviseur  élémentaire  de  R(s'),  on  ait  un 
groupe  de  solutions  linéairement  indépendantes  qui  satisfassent  aux  relations 

(i5-)  Y(<j=47'cr-i-  yiiv-i  (<j  =  i,2,  ...,e/j). 

Nous  retiendrons  de  ce  théorème  qu'à  toute  racine  distincte  de  l'équation 
R(s)  =  o  correspond  au  moins  une  solution  satisfaisant  à  l'équation  Y;  =  é'j',-, 
s' étant  une  racine  de  R(V)  =  o,  et  nécessairement  aussi  une  racine  de  R,  (s')=o, 
c'est-à-dire  de  l'équation  fondamentale  relative  à  la  période  m'. 

En  conséquence,  puisque  à  toute  racine  s  correspond  au  moins  une  racine  s'  et 
réciproquement,  il  faut  que  lès  deux  équations  R(s)  —  o,  R,  (s')  =  o  admet- 
tent le  même  nombre  de  racines  distinctes  et  ces  racines  correspondent  au 
nombre  de  groupements  incompatibles  entre  eux  qu'on  peut  faire  avec  les  solu- 
tions, comme  on  l'a  expliqué  au  numéro  précédent. 

111.  Maintenant  que  les  déterminants  R(s),  R(s')  ne  se  décomposent  pas  en 
diviseurs  élémentaires  parallèles,  le  fait  est  possible,  comme  l'a  prouvé  M.  Floquet 
[Sur  les  équations  linéaires  à  coefficients  doublement  périodiques  (Annales 
de  l'École  Normale  supérieure,  n°  29;  1884)].  Il  existe  cependant  des  rapports 
entre  les  deux  décompositions  en  diviseurs  élémentaires  et  la  nature  des  solutions. 
Par  exemple,  si  l'un  des  déterminants  R(s)  n'a  que  des  diviseurs  élémentaires 
simples,  il  en  est  de  même  de  R(s')  et  le  système  proposé  a  tous  les  éléments  de 
ses  solutions  de  forme  doublement  périodique  de  seconde  espèce  (Floquet, 
loc.  cit.,  n°  6).  Sans  insister  sur  ces  considérations,  malgré  l'intérêt  qu'elles  pré- 
sentent, nous  signalerons  les  beaux  résultats  donnés  dans  un  cas  particulier  par 
M.  Picard  (Journal  de  Crelle,  1881). 

Considérons  les  trois  équations 

du 

—f-    =  —  AV  -+-  B  IV, 

ax 

,   dv 
(i58)  \  j-  =      Au  —  Cw 

-=—  =  —  B  u  -h  G 
dx 
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Remarquons  en  passant  que  ce  système  jouit  de  la  singulière  propxïété  de 
coïncider  avec  le  système  obtenu  en  changeant  les  signes  de  A,  B,  C  et  en  permu- 
tant les  coefficients  symétriques  par  rapport  à  la  diagonale  principale  du  détermi- 
nant 

o       —A       B 
A        o        — C 
-  B       C  o 

Nous  reviendrons  d'ailleurs  sur  ce  point,  et  d'une  manière  plus  générale,  dans 
le  Chapitre  VIT. 

Nous  supposerons  que  A,  B,  C  sont  des  fonctions  doublement  périodiques 
ordinaires  de  x  aux  périodes  ik  et  iik' . 

Admettons  que  les  éléments  du  système  ( 1 58)  soient  des  fonctions  uniformes 
dans  tout  le  plan,  comme  les  coefficients  des  équations  proposées. 

(a).  Soient 

f  ««,  ''1,  *>u 
(i5g)  |  «s,e*,  «>j, 

(  "3.  C31  W3 

trois  solutions  distinctes.  On  aura  identiquement 

(llio)  U„,Un-i-  VmVa-h  WmWn=  CinR)  (/»,«  =  t,  2,  3), 


à  cause  des  équations  (  1 58)  satisfaites  par  deux  solutions  quelconques,  même 
confondues  pour  m  =  n.  Il  y  a  six  relations  de  la  forme  (160). 

Nous  imaginons  que  chacune  des  solutions  correspond  à  un  multiplicateur  sm 
pour  la  période  %k  et  à  un  multiplicateur  è'm  pour  la  période  21k',  m  prenant 
les  valeurs  successives  1,  2,3. 

i°  Supposons  que  les  constantes  C,  1 ,  C22!  C33  ne  soient  pas  nulles  toutes  les 
trois,  et  soit  Ci  1  <o  .Alors  la  fonction  iq  +  ç-t  4-  w]  admettant  les  multiplicateurs 
s^  et  s',2  et  n'étant  pas  nulle,  on  devra  avoir  s'f  =  s',2  =  1 ,  puisque  le  changement 
de  x  en  ;r+2Â:eten.r  +  2  ik'  ne  peut  altérer  Cn  .  Donc  le  système  (  1 58)  admet 
au  moins  une  solution  doublement  périodique. 

20  Si  l'on  a  CH  3=  C22  =  C33  =  o,  les  trois  autres  constantes  ne  peuvent  être 
nulles  à  la  fois.  Car,  si  les  six  constantes  étaient  nulles,  on  tirerait  des  équations 
(160),  pour  une  solution  quelconque  U,  V,  W, 

U2h-  V2-t-  W2  =  o, 

ce  qui  est  impossible  puisque,  pour  une  valeur  donnée  de  x,  on  peut  imaginer 
arbitrairement  les  valeurs  de  U,  V,  W. 
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Soit  alors  C|2<o.  La  fonction 

admettra  les  multiplicateurs  s,  e2  et  s\  e'2)  et  aura  une  valeur  constante  différente 
de  zéro.  On  aura  donc 

Mais  le  déterminant  formé  par  le  tableau  (109),  a  pour  valeur 

QeSo.xdx  =  une  constante. 

D'ailleurs,  il  admet  les  multiplicateurs  eiSoSii  et  e'4e'0e'3.  On  a  donc  aussi 

1,1-213=  i\  i',i':l  =  1. 

11  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'on  a 

H=-3  =  ', 

c'est-à-dire  que  le  système  (  1 58 )  admet  encore  au   moins   une  solution  double- 
ment périodique. 

((3).  Nous  rappelons  que  nous  appelons  fonction  périodique  de  seconde 
espèce  toute  fonction  qui  admet  les  deux  multiplicateurs  s  et  s'  dont  l'un  au 
moins  diffère  de  l'unité,  et  nous  avons  supposé,  dans  le  cas  (a),  que  le  système 
(  1 58)  admettait  trois  solutions  de  celte  nature.  Nous  en  avons  conclu  l'exis- 
tence d'une  solution  doublement  périodique  au  sens  ordinaire  du  mot. 

Nous  supposerons  maintenant  que  le  système  (1  58)  n'admet  que  deux  solutions 
Mi,*',,»',  et  M3,i'3,fv3  doublement  périodiques  de  seconde  espèce,  et  nous  imagi- 
nerons une  troisième  solution  u2,  c2,  iv2  distincte  des  premières.  Nous  avons  vu 
dans  la  théorie  générale  qu'on  peut  choisir  cette  solution  de  sorte  que  l'on  ait 

Uî (a;  ■+■  2 k)  =  ei Ui  -h  au,, 

v-i(x  ■+-  ik)  =  t,  v,  ■+■  av,,  , 

w,(x  -+-  il;)  =  t,  ii's-f-  awi, 

a  étant  une  constante;  on  aura  aussi  et  en  même  temps 

Uî(x-h  iik')  =  e,  jt2  +  bu,, 
('2(2;  -I-  lik')  =  e'|  w.2-i-  bv,, 
ivz(x  -+-  lik')  =  z\  iï'2+  bn>,. 

Si  l'une  des  constantes  CH  ou  C33,  par  exemple  CH  n'est  pas  nulle,  on  a  vu  qu'il 
existe  une  solution  doublement  périodique. 

Le  seul  cas  à  discuter  est  celui  où  l'on  a  Cn  =  C33  =  o.  Si  C,»  n'est  pas  nul, 
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on  aura  e*  =  e'1*'='i,  car  l'expression  u,  u2  ■+■  p(  v2  +  w«  Wo  se  transforme,  par 
le  changement  de  .r  en  a;  -+-  i  k,  ene;(«|M2  +  i'i  c2  +  <v,  tv2).  On  aura  donc  s^  =  i 
et  de  même  s',2  =  i.  Donc  il  existe  une  solution  doublement  périodique. 

SiCn,  C33,  C,o  sont  nulles  à  la  fois,  soitC22^o.  L'expression  u\  -+-  v\  -+-  wl 
devient,  en  changeant  aTen  x  +  2  A-,  z\(u\  -+-  v\  +  (vij),  d'où  l'on  tire  encore  les 
mêmes  conclusions  que  dans  les  cas  précédents. 

SiCn,  C33,  C22,  C|2  sont  nulles  à  la  fois,  soit  Cl3  <  o,  on  aura  e,  e3  =  1,  et,  si 
enfin  Ci3  =  o,  on  aura  encore  la  relation  st  e3  =  1 ,  car  on  a 

U2ll:i-h  P2<>3+  W2W3  =  Ci3, 

et  nécessairement  C23^o,  comme  on  l'a  vu  plus  haut. 

Mais  le  tableau   (  1 59)  est  un  déterminant  constant  qui  donne  les  relations 


quand  on  change  x  en  x  ■+  ik  ou  en  x  -+-  iik'.  Donc,  à  cause  de  l'une  des  relations 


et  de  celles  qu'on  vient  d'écrire,  l'un  des  multiplicateurs  S]  ou  e3  sera  égal  à  1, 
l'autre  e'  étant  égal  à  ±  1.  Dans  le  cas  de  s'  = —  1,  on  considérera  la  période 
f\ihJ .  Donc,  il  Y  a  une  solution  doublement  périodique  comme  dans  les  cas  pré- 
cédents. 

(y).  Supposons  enfin  qu'il  n'y  ait  qu'une  solution  u,  ot  w,  doublement  pério- 
dique de  seconde  espèce,  deux  autres  solutions  pouvant  être  choisies  de  manière 
à  satisfaire  aux  relations 

it-iix  -t-  2/:)  =  î]  m2  -+-  aiii, 
v,(x  -t-  ik)  =  £1 1\  -T-  «('1, 
w.2(x  -+-  ik)  =  e,  w,+-  awt, 
u3( '  x  -t-  2/.)  =  S(  u3  -t-  blli  -+■  CUi, 
v3  ( x  -+-  2  k )  =  £1  v3  -t-  bv,  -t-  cvt, 
n'3.(x  -+-  ik )  =  S]  W3  +  bw%  -f-  cu'i. 

On  verra,  au  moyen  des  équations  (160),  que  l'on  a  toujours  ej  =  1.  D'ailleurs 
le  déterminant  (  1 48  ),  qui  est  constant,  permet  déposer  sj  =  1  :  on  aura  donc 
s,  =  1 .  De  même,  s',  =  1 .  Il  y  a  donc  encore  dans  le  cas  (y)  une  solution  double- 
ment périodique. 

112.  Pour  déterminer  les  formes  analytiques  des  éléments  des  solutions  satis- 
faisant à  la  fois  aux  conditions  (i54)  du  n°  109  et  aux  conditions  (157)  dun°  HO, 
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nous  rappellerons  d'abord  quelques  propositions  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques. 

On  démontre  l'existence  d'une  fonction  9  satisfaisant  aux  relations 

0(3-  +  co)  =  O(a-), 

6(ar+to')  =  8(a;)e        ™~~  , 

De  ces  relations  on  déduit,  en  prenant  les  dérivées  logarithmiques, 

6'(a?-Hio)  _  8'0) 
6(#-mo)  —  0(a?)  ' 
O'Q-t-co')  _  8'(3?)  _  it.\/— 7 
0 (  .r  -+-  co' )  ~~   0(;r)  ûj        ; 

de  sorte  que,  si  l'on  pose  Z(#)  =  „-; — r-i  on  a  les  relations 

Z(x  +  co)  =  Z(x). 
Z(x  -+-  co')  =  Z(x)  -!-  (7, 
a>q  =  —  a-/ —  i . 

Au  moyen  de  la  fonction  Z(x)  construisons  les  fonctions 

•    B(«)=_J^=rZ(^         et         «<»  =  -  -^=.rZ(*)-^l- 

2"/-  i  2  'V —  i   L-  w    J 

Nous  aurons  les  relations 

ît(;r  -t-  co)  =  i((;r),  it'(;r  -+-  co)  =  u'(x)  —  co, 

u(x  ■+■  co')  =  u(x)  —  co',         u'{x  -+-  co')  =  u'(x) 
et 

U  -t-  II' -h  X  =  O. 

ÎNous  allons  montrer  qu'on  peut  exprimer  les  éléments  des  solutions  des  systèmes 
à  coefficients  périodiques  et  à  intégrales  uniformes  au  moyen  de  ces  fonctions 
u(x)  et  u'(x). 

113.   Considérons  l'expression 

Vm(x)  =  m0(x)  -t-.  .  .-h  x'"vsm(x), 

de  multiplicateur  s  par  rapport  à  la  période  w,  et  admettant  co'  comme  seconde 
période  avec  le  multiplicateur  s';  nous  aurons 

P(a?-f-co')=  s'P(.r), 
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c'esl-à-dire 

ra0O  -+-  w')  -h  (x  ■+■  co')Tni(a:  -t-  10')  TJp. .  .-H  (a;  -H  <o')'»7ïJ,„(a?  -t-  10') 
=  E'fnj^r)  -i-  xur^a?)-^. .  .-t-  x"!vsm (a?)]. 

Identifions  les  deux  membres  par  rapport  aux  diverses  puissances  de  #,   nous 
aurons  les  m  -f-  i  équations 

,.       m  —  /:-hi    ,  ,  ,. 

TO,«_A-(a?  -t-  10  )  H 10  CT m-k+\  \X  -t-  10  ) 


(>?i —  A-t- i)(m —  A -1-2)    , 


li)'2BTm-*+s  (37+  U)') 


(m  —  /r  -+-  i)(/«  —  ï  +  a)...(m  —  i)/n     , 


io'*nr,„(a7  -+-  <o') 


1.2... A 

Ces  équations  donnent 

"»»(a?  -+-  u>')  =  e'nrm(a?), 
ra,„_i  (a?  +  to  )  = eio  njm(a;)  -t-  e  Tïï,„_i(a-), 


=  E'ra,„_i(a7)  (A-  =o,  1,4,  ...,  m). 


,.    '.        .,  ml  m  —  i)...(m  —  A -t- i)   ,    ,,.       .    .    , 
(161)  {  oxm_*(a? -+-«')  =  (—  i)*  — ^-r 'E'co'*BJ,ft(ar)+.. 


/?i  —  A  -*-  i    ,    , 


Ej,„_i-H(a?)H-  e'nsm-A-Ctf), 


\         cj0(a?-<- to')  =  (—  i)'"s'co''"ro„,  (a7)-+-...-Hs'ra0(^). 

De  ces  relations,  nous  déduisons  les  conséquences  suivantes. 
Soit  posé 

on  a 

ra,„_i(a?  -+-  w')        cj„,_i(a")  , 


d,„(a;-f-  co')  73m(a7) 


Par  suite,  la  fonction 


ra„,  (a?) 


—  mu(x) 


est  uniforme  et  périodique  aux  deux  périodes  w  et  w'. 
Soit  y\{oc)  cette  fonction  doublement  périodique. 

Posons 

Xi(a?)ra,„(a7)  =  ts10(x). 
Nous  pourrons  écrire 

ra„,_  i(x)  =  raio(a7)  H cToo(ar)«(a?)- 
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Nous  allons  montrer  que  l'on  peut  poser,  en  général, 

i,    n             r    •.       m  —  k-hï  ,    .     .    . 

mm-/;(_x)  =  cj/l0(^)  h wn—iti,(x)u{x) 
-+- 'T3k-2,<>(x)u*(x)-h.  .. 

I  m(m  —  i)..    (m-/c  +  i)        r„\„kr~\ 

1  I  .  2  ...  A." 

Admettons  que  la  loi  soit  vraie  pour  l'indice  A-  —  i,  nous  pourrons  toujours 
écrire  la  relation  (162)  où  mk<,(oc)  est  une  fonction  à  déterminer. 

Cette  fonction  w^-0(x)  sera  nécessairement  uniforme,  périodique  de  seconde 
espèce  avec  la  période  w  et  le  multiplicateurs;  nous  allons  voir  qu'elle  admet 
encore  comme  les  autres  fonctions  ray0  la  période  w'  avec  le  multiplicateur  e'.  En 
effet,  on  a 

izm-i<(x  +  (û')  =  vsto(x-t-  ta')  +  e' cj/.-.i,o(^)[m(^)  —  tu'] -h... 

,  m(m  —  i)...m  —  k-i-j        ,      .    .  n. 

-4-e t nJoo(a7)["(^)  —  to  |  ■ 

D'ailleurs,  l'une  des  relations  (i5o)  donne 

,.      ,        .,m(m  —  i)...(m  —  k-i-\)    ,    ,,        . 
xnm-k(x  -4-  u>')  =  (—  1)*— — —£ s  u'*ra00(a-)  -h.  . . 

[.    .        m  —  k  ■+■  1  .    .     ,    . 

^■o(a;)H vs/c-1}<s(x)u(x)-ï-  .  .  . 

En  égalant  ces  deux  valeurs  de  rsm_^(x  -+-  w'),  on  a 

TZkoix  -t-  U>')  =  E'ra/l0(^)i 

ce  qui  démontre  la  proposition  qu'on  avait  en  vue. 
114.   On  déduit  de  ce  qui  précède  que  l'on  a 

Pm(x)  =  wa(x)  -+-. . .+  x"lwm{x) 

=  [nr,Ko(a;)  -+-  xwm-it„{x)  -+■. . .-+-  x'"w00(x) 


[u(x)]m 

- — - — - —  m(m  —  1) .  .  .2.  iTjjoi)(x). 


Chacune  de  ces  parenthèses  est  une  dérivée  de  la  première  d'entre  elles,  lors- 
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qu'on  j  considère  les  fondions  5jy0  comme  des  constantes.  On  peut  écrire,  avec 
cette  convention, 

u(x)  dU(x)  [u(x)]»>  d>»n(x) 


Pm(x)=U(x) 


àx  i .  2 .  . .  m       dx" 


Remplaçons  x  par  x  +  u(x)  en  dehors  des  tzj0(x)  dans  II (x),  nous  aurons  pré- 
cisément l'expression  Pm(x)  que  nous  venons  d'écrire. 
Mais  x  -+-  u(x)  = —  u'(x).  On  a  donc 

Pm(x)  =  CTmoO)  —  wm-ifl(x)u'(x)  -+-  ra,„_2,o  (#)[«' (s1)]2 +  • . .+  (—  r  )»'tzij0(x)u"'(x), 

ce  que  l'on  peut  écrire 

P,„(x)  =  K0(x)  -h~i(x)u'(x)-!r.  .  .-+-  T<m(x)u'"'(x), 

en  posant 

(  —  iyram-Jt0{x)  =  T.j(x), 
et  en  particulier 

-mi*)  =(—  l)"'BJ0o(*)  =  (-l)"B»(ï). 

Donc,  quand  fa  forme  Pm  admet  le  multiplicateur  s'  pour  une  seconde  pé- 
riode w',  on  peut  poser 

(i63)  P,„  =  -0(x)  +  ... -H  *„,(*)«''»(»), 

les  fonctions  'x(x)  étant  doublement  périodiques  de  seconde  espèce  et  aux 
multiplicateurs  e,  s'  avec  les  périodes  w,  w'.  Les  deux  formes  de  P,„  sont  tou- 
jours du  même  degré  en  x  et  u'(x).  Car  les  coefficients  mm(x)  et  tz,„{x)  des 
termes  du  plus  haut  degré  sont  égaux  au  signe  près. 

115.  De  même,  l'expression  P^  au  multiplicateur  s'  avec  la  période  w',  admet- 
tant w  comme  période  de  seconde  espèce  au  multiplicateur  s,  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

(i6_l)  P'„,  =  ic'0  {x)  4-  ir',0)  u(x)  -K  ..-+-  TJm,{x)  u"''(x), 

les  fonctions  -'  étant  périodiques  doubles  de  seconde  espèce. 

116.  Si  une  fonction  F(x)  peut  se  mettre  sous  les  deux  formes  Pm(x)  et 
P'0(ic),  on  peut  lui  donner  la  forme  (i63).  De  même,  si  elle  admet  les  deux 
formes  P0(^)  et  P'm,(.r),  on  peut  lui  donner  la  forme  (164). 

Cet  énoncé  est  le  résumé  des  numéros  précédents. 

117.  Cherchons  maintenant  l'expression  d'une  fonction  F(x)  capable  des  deux 
formes  Vm(x)  et  P'm,(x)  où  aucun  des  deux  nombres  m  ou  m'  n'est  nul. 
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Supposons  que  l'on  puisse  ramener  la  forme 

Pm(x)  =  m0{x)  +. . .-t-  x'"  m„,(x) 
à  la  forme 

P,„'(a?)  =  m^x)  -t-. . .  +  xm'mm'(x). 

Il  faudra  que  l'on  ait  identiquement 

T30(x)  -h  .  .  .-t-  X"1  TZm(x)  =  P'm,(x), 

et  par  suite,  en  changeant  x  successivement  en  x  -+-  u>,  x  -+-  210,  .  . . ,  on  aura  les 
relations 

(th0(x)  -+- .  . .  ■+-  x'"  mm(x)  =  P'm,(x), 
s  m0(x)  -H.  .  .-t-  (x  -t- <!))'"£  wm(x)  =  P'm,(x  -+-  lu), 

\  e'«  CT0(ar)  -(-. . .+  (a?  +  mu)'"s>"izm(x)  =  P'm,(a:-l-  /;ïco) 
suffisantes  pour  déterminer  w0(x),  . .  . ,  T3m(x).  On  aura 

w,,(x)  =  I  f  A0  P;„,(a-)  -h. . .+  A„,  P;„,(«  H-  otw)], 

et  il  est  facile  de  calculer  les  déterminants  A. 

Dans  le  dénominateur  commun  A,  on  peut  mettre  en  facteur 


et  l'autre  facteur  devient  le  produit  des  différences  mutuelles  des  m  +  1  quantités 
x,x-\-u,  ...,  x  4-  mu,  c'est-à-dire  est  égal  à 


w      2      . 1'" .2"t_1 . .  .(m —  i)2//i'. 
On  a  donc 

mfm-hl) 
A  =  (EU))         2         .  I'".2'"-'...(/M  —  i)2/?!1. 

Quand  à  l'un  quelconque  Ay  des  autres  déterminants,  on  l'obtient  en  suppri- 


mant la  (j  +  i)ième  ligne  et  (k  -+-  i)ième  colonne.  On  peut  donc  mettre  s      ~ 
en  facteur  et  l'on  a  un  second  facteur  qui  est  le  produit  des  différences  mutuelles 
des  m  quantités  x  -+-  Xto  (où  X  =  o,  1,2,  ...,_/'  — i^'  +  i,  ...,»?)  multiplié  par 
la  somme  Sy!„,_/t  de  leurs  produits  /n  —  A"  à  m  —  k.  On  a  donc,  après  un  calcul 
facile, 

m  (  m  -4- 1  )  MlM-ll 

Ay-=  (—!)'«+*£         2  10         2  ['»-'.2'»-2...(ffl-l)'Ci1S|/,,„-t, 
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d'où  l'on  tire 


A  (Eco)"* i  .2. .  .m 

où  C{j  est  le  nombre  des  combinaisons  de  m  objets  j  à/. 
Par  suite,  on  a 

!C?„  S0),„_/..ô'"  P'„„0)  -  Cî,Siim_ft6'»-».P'n„(a!  ■+•  10  ; 
+  (_  ()/«-i  c;;;-1  es,,,-,,,,,.*  P,„,(a?  +  m  —  i  a.) 
■+-  (—  i)"<  C™  Sm>,„_AP'm,(a;  +  nito) 

(À-  =  O,  I,  2,   .  .  .  ,  /«  ). 

Si  l'on  pose  d'une  manière  générale 

f{x  ■+-  mw)  —  G;r'  e/<>  +  m—ito)  +...+  (-  i)'«  s'«  /(a;)  =  SL""  /(a;), 
on  aura,  en  particulier, 

v    '       (eto)'»  i  .a . . . ni 

On  voit,  par  conséquent,  que  tB>(.£)  est  une  fonction  linéaire  homogène  des 
quantités  V'ml(x),  ...,  P'm,(#+mw),  dont  les  coefficients  sont  des  polynômes  en# 
tous  de  degré  m  —  k.  Or,  ces  quantités  P'  sont  des  expressions  de  même  forme 
que  Vm,(x),  de  même  multiplicateur  s'  et  de  même  degré  m'.  Donc  ns^^x)  est 
une  expression  de  la  forme  Vm,(x)  de  même  multiplicateur  e'  et  d'un  degré  égal 
ou  inférieur  à  m1 '+  m  —  k. 

Faisant  successivement  k=m,  m —  i,  ...,  i,  o,  on  aura  pour  mm(x), 
ram_i(#),  .  . .,  ra,(#),  ra0(.z)  des  expressions  de  la  forme  Vm,(x)  du  même  mul- 
tiplicateur e',  mais  de  degrés  respectivement  égaux  ou  inférieurs  à  m',  m'-i-i, 
m!  +  m  —  i,  m'-\-m.  Les  coefficients  des  termes  du  plus  haut  degré  sont  dans 
ces  expressions 

( eto  )'"  i  .  2 .  .  . m 
—  C,'„ 

(êlù)'»I.2...7W 

f       (-i)'"C» 
\  (sto)"1  t  .2. .  .m 


?"Éw'm/(a;), 

8™  io'm,( a?), 


Si"  crj„,(a;), 


et  ne  diffèrent  mutuellement  que  par  des  facteurs  constants. 

Donc,  si  les  deux  formes  Vm(x)  et  Vm,(x)  représentent  une  même  fonction, 
chaque  coefficient  de  l'une  admet  la  forme  de  l'autre  ainsi  que  son  multiplica- 
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leur,  mais  avec  un  degré  égal  ou  inférieur  à  la  différence  enlre  m  +  m'  et  l'expo- 
sant de  la  puissance  de  x  qui  multiplie  ce  coefficient. 

Pour  /?i'=o,  on  voit  que  nj,„(.r)  est  du  degré  zéro,  c'est-à-dire,  ce  qu'on  a 
déjà  vu,  que  si  Pm(x)  admet  la  période  w'  au  multiplicateur  s',  le  coefficient 
ro„,  (x)  de  la  plus  haute  puissance  de  x  est  doublement  périodique  de  seconde 
espèce  comme  Pm(x)  lui-même. 

118.  Soit  maintenant  F  (x)  capable  des  deux  formes  Pm(x),  P'm,(x);  il  faut 
que  les  coefficients  rsj(x)  de  Pm(x)  soient  de  la  forme  P'm,(x)  avec  des  degrés 
respectivement  égaux,  en  général,  à  m',  m1 -f-  i,  ni'+m.  On  aura  donc 

Wm-k(x)  =  CT/,.0(.r)-t-.  . .-{-  x"l'+,i  ™'/c,m+/c(x:)      (/c  =  O,  1,  2,  . . .,  m), 

les  fonctions  m'  à  deux  indices  étant  entièrement  analogues  aux  fonctions  ro'  à  un 
seul  indice  clans  P'm,(x).  Remarquons  que  l'on  a,  d'après  la  formule  ( 1 66), 

g*,m.+*(*)=(sM)mi>a_TO°M.gOT,(g). 

Mais  le  second  membre  de  l'équation  ( 1 66 )  admet  comme  le  premier  membre 
la  période  to  et  le  multiplicateur  s.  On  a  donc 

ns,n-i,{x)  =  n'/,()(.r)  -+-  n'tl(x)  K(a?)-H...-H  ïl'/cmi+kiz;)  u»l'+lcXx)i 

où  les  fonctions  II'  sont  doublement  périodiques  de  seconde  espèce  aux  multipli- 
cateurs s  et  s'. 

Rappelons  en  même  temps  que  l'on  a 

nÂ,m,+*(aO  =  (-  0'"'+'''  <,„,+*(»> 

La  fonction  considérée  F(x),  qui  est  égale  à  P„,(.r),  s'exprime  de  la  manière 

suivante 

F(af)  =  Um+m.  +  arU,B+,B'_i-t-...H-a!'»Um', 

en  désignant  par  Um'_*  un  polynôme  en  ?;(.r)de  degré  m'-\-k,  dont  les  coeffi- 
cients sont  doublement  périodiques  de  seconde  espèce  aux  multiplicateurs  e  et  s'. 

119.  Si  l'on  dirige  le  calcul  de  manière  que  l'expression  P'm,(x)  soit  suscep- 
tible de  la  forme  Pm(x)  on  obtiendra  pour  F(x)  l'expression 

FO)  =  U'm+,„,  4-  xM'm+mt-l  +■••-+-  »'"'  U'„„ 

où  U'm+A  désigne  un  polynôme  en  u'(x)  de  degré  m-\-k,  dont  les  coefficients  sont 
doublement  périodiques  de  seconde  espèce  aux  multiplicateurs  s,  s'. 

Nous  nous  proposons  de  mettre  F(x)  sous  une  forme  finale  qui  renferme  à  la 
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fois  les  deux  formes  Pm(x)  et  Vm,(x).  Mais  nous  aurons  besoin  de  quelques 
théorèmes  préliminaires. 

120.   Si  le  polynôme  en  u(x) 

<K  O)  +  <K  (^)  "O)  +•  •  •+  %(&)  u?(x), 

dont  les  coefficients  'b'  admettent  la  période  w'  au  multiplicateur  s',  est  nul 
identiquement,  tous  ses  coefficients  sont  identiquement  nuls. 

On  a,  en  effet, 

i('„(x  ■+-  ku>')  -+-  <];',(  a? -+-  ku>')  !<(a?  +  /rio')  +  . . .-+-  J^(#  -+-  km')  uP(x  -h  /eu')  =  o, 

ce  qui  s'écrit,  en  divisant  par  ek  et  quel  que  soit  l'entier  k, 

Y0(x)  -+-  ■\i'(x)[u(x)  —  km']  ■+-. . .+  ^[«(a;)  —  *co']p=  o. 

Le  polynôme  en  z 

<K,(aO  +  y(*)*+...-l-<!/;(aO*P 

a  donc  infinité  de  racines  et,  par  suite,  les  coefficients  <!/  sont  identiquement 
nuls. 

De  même  : 

Si  le  polynôme  en  u'(x) 

ty0(x)-hty{(x)  u' (x)  + . . .+  typ-(x)[u'(x)]?', 

dont  les  coefficients  admettent  la  période  u  avec   le  multiplicateur  e,   est 
identiquement  nul,  tous  ses  coefficients  sont  identiquement  nuls. 

De  ces  deux  théorèmes,  on  déduit  que  : 

Si  un  polynôme  aux  variables  u(x)  et  u'(x),  dont  les  coefficients  admettent 
les  périodes  10  et  u>'  et  les  multiplicateurs  e  et  s',  est  identiquement  nul,  tous 
ses  coefficients  sont  identiquement  nuls. 

En  effet,  ordonnons-le  par  rapport  à  u(x).  Les  coefficients  de  u{x)  sont  de 
la  forme  <]/,  donc  ils  sont  séparément  nuls.  Mais  ce  sont  des  polynômes  en  u'(x) 
dont  les  coefficients  sont  de  la  forme  ty(x).  Donc  les  divers  coefficients  de  ces 
polynômes  sont  identiquement  nuls. 

Comme  corollaire  : 

Si  deux  polynômes  aux  deux  variables  u(x),  u' (x)  dont  les  coefficients 
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admettent  les  périodes  w  et  w'  avec  les  multiplicateurs  e  et  e'  sont  identiques, 
tous  leurs  coefficients  sont  identiques  chacun  à  chacun. 

121.  Nous  avons  trouvé 

F(x)  =  U,„.+„,  +  arU,„.+„M  +-. .  .-t-a?'"Um. 

En  dehors  des  U  remplaçons  x  par  — \u(x)  +  u'(x),  ce  qui  est  possible, 
puisque  l'on  a  par  définition 

«  -H  k'+  a;  =  o. 
Nous  aurons 

F(.r)  =  U,„'+m—[M(^)-t-"'(^)]U„,'+,„-i +  ...+  (— i)'"[îi(;r) -4- ;i'(^-)]'»U„i'. 

C'est  un  polynôme  aux  deux  variables  u(x)  et  u'(x)à  coefficienls  doublement 
périodiques  de  seconde  espèce,  de  degré  m  en  u'(x).  Je  dis  qu'il  est  de  degré  m' 
par  rapport  à  u(x). 

En  effet,  on  a  aussi 

F(r)  =  U'm+m,—  [u(x)  -+-  îi'(a?yjU;„+,„,_,  +  . . .+  (—  i)'"[«(a:)  +  u'(z)]'"'U'm, 

et  celte  expression  doit  être  identique  à  la  précédente.  D'après  les  théorèmes 
du  n°  120,  il  faut  que  F(x)  soit  du  degré  m'  par  rapport  à  u(x). 
En  résumé  : 

Si  une  fonction  F(x)  est  capable  des  deux  formes  V„,(x)  et  Vm,(x),  elle 
coïncide  avec  un  polynôme  aux  deux  variables  u(x)  et  u'(x)  à  coefficients 
doublement  périodiques  aux  périodes  lu  et  io'  et  aux  multiplicateurs  s  et  s'; 
elle  est  de  degré  m  -+-  m'  en  général,  et  est  toujours  de  degré  m  en  u'(x)  et  de 
degré  m'  en  u(x),  et  ne  peut  s'exprimer  ainsi  que  d'une  seule  manière. 

122.  Nous  avons  vu  que,  dans  tous  les  cas,  le  système  (A)  du  n°  109  admet  m 
solutions  distinctes  susceptibles  chacune  des  deux  formes  P  et  P'. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  les  éléments  de  ces  m  solutions  peuvent  être 

mis  sous  la  forme 

ytk=  Rm(",  u\  x), 

où  R(x,  u,  u1)  désigne  une  expression  de  la  nature  de  F(jc)  dans  le  numéro  pré- 
cédent. 

123.  Comme  exemple  d'intégration  du  système  (A),  nous  rappellerons  que 
M.  Picard  a  intégré  le  système 

du        v  dv  u        w  dw        v 

ds         R  ds  R        /■  ds         r 
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où  R.  et  /■  désignent  les  deux  rayons  de  courbure  d'une  courbe  dont  l'arc  ests, 
et  u,  c,  cv>  représentent  les  neuf  cosinus  des  angles  que  font  avec  les  axes  de 
coordonnées  la  tangente,  la  normale  et  la  binormale  de  la  courbe.  M.  Picard  a  in- 
tégré ce  système  de  la  forme  du  n°  111  dans  le  cas  où  l'on  a 

i        2  n  ,     /  S  \  i        i 

R  a  \a /  r        b 

a  et  b  étant  deux  constantes,  n  un  entier  positif  et  dn:r  la  troisième  fonction 

elliptique. 

Nous  renverrons,  pour  cet  exemple,  le  lecteur  au  Mémoire  de  M.  Picard,  où  il 

trouvera  les  détails  nécessaires  pour  le  calcul,  et  des  explications  sur  l'origine  de 

ces  questions  dans  les  profondes  recherches  de  M.   Hermite  sur  l'équation  de 

Lamé 

d-v 

-^  =  [n(n  +  i)/c*sn2.r  +  h]y, 

où  sn.r  est  la  fonction  elliptique  ordinaire  de  module  />-,  n  un  entier  positif  et  h 
une  constante  quelconque. 


S. 
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CHAPITRE  VIL 

DES   SYSTÈMES   D'ORDRE   QUELCONQUE  ET  THÉORÈMES  COMPLÉMENTAIRES. 


124.   Il  est  facile  d'établir  qu'un  système  d'équations  différentielles  d'ordre 
quelconque  peut  être  remplacé  par  un  système  d'équations  du  premier  ordre. 
Soit,  en  effet, 

un  système  de  n  équations  différentielles,  d'ordres  variés  par  rapport  à  des  fonc- 
tions Z\,  .  .  .,  zn  d'une  même  variable  indépendante  x.  Ce  système  renferme  ail- 
lant d'équations  que  d'inconnues.  Prenons  pour  inconnues  auxiliaires  les  dérivées 
successives  des  variables  s,,  .  .  .,  :•„,  nous  aurons  le  nouveau  système 

F,  (x,  z 


(.68) 


renfermant  A,  +  X*  +  . . .+  X„  équations  du  premier  ordre,  si  l'on  appelle  X,, 
X2,  . . .,  X„  respectivement  les  plus  grandes  valeurs  des  nombres  Xy,,  . . .,  Xy„  dans 
les  équations  (167). 

Il  est  évident  que  l'intégration  du  système  (1 67  )  entraîne  celle  du  système  (168) 
et  réciproquement. 

12o.  On  peut  remplacer  le  système  (167)  par  un  système  analogue  au  sys- 
tème (168),  mais  de  forme  plus  symétrique. 

En  effet,  on  suppose  implicitement  dans  le  système  (167)  et,  par  suite,  dans  le 
système  (168),  que  les  premiers  membres  des  équations,  c'est-à-dire  les  fonctions  F 
des  diverses  lettres  x,  sit  z',,  . .  .,  sont  indépendants  entre  eux.  On  pourra  donc 

tirer  de  n  —  1  de  ces  équations  n  —  1  des  dérivées     ".      (a  =  X, ,  .  . .,  X„),  et  les 

porter  dans  l'une  quelconque  des  autres;  en  d'autres  termes,  on  pourra  éliminer 
n  —  1  dérivées  dans  chacune  des  n  premières  équations  (168),  et  il  faudra  que  le 


,   ,  d:h~h 

dz'}n-D\ 

"'"''      '     dx     ' 

■  ■  ,  zn,  .  . 

dx     j 

=  0, 

ds, 

dz&i-* 
dx 

dzn 

dzfc-* 

) 

(/.„ — 1) 

■  ,            > 

dx 

dx 
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nouveau  système  se  présente  sous  la  forme 

dzW 

•  '  Zk     1 


('69) 


/  ,/JM)  \ 

**  (*,*!,*'. --r. . . . ,  **,  *i,  ■  ■  • ,  *r ,  ^-  »  •  •  •  •  *. ^r-1)  =  o, 

{i  =  i,  2,  ...,»). 


ete 


Chaque  équation  <!>  renfermera  une  dérivée,  sinon  on  pourrait,  sans  intégra- 
lion,  faire  disparaître,  par  des  procédés  de  calcul  ordinaire,  l'une  des  variables 
de  la  question.  Chacun  des  <ï>  renfermera  une  dérivée  distincte,  sans  quoi  on 
pourrait  égaler  les  valeurs  des  dérivées  égales  tirées  des  deux  équations  <£>  =  o 
différentes,  et  l'on  aurait  une  relation  $  =  o  sans  dérivées. 

Développons  le  calcul.  Soit 

(170)  *(*,*,,*;, ..., z,,v">,  ...,*„,*'„,  ...,zi;:"')  =  0 

une  équation  sans  dérivées.  On  tirerait  de  là  l'une  des  inconnues  z'p  et  on  pour- 
rail  l'éliminer  entre  cette  équation  (170)  et  n  —  1  des  n  premières  équations  du 
système  (169),  de  sorte  qu'on  ail 

(171)  +,(»,  *„*'„...,  ««M,  ...,«*,  z'k,  <$-»,  4r+,),  •  •  • ,  zf*.  *«,  ■  ■  • ,  «ï«')  =  o 

(1  =  1,  2,  3,  . . .,  «  —  1). 


En  outre  l'équation 


dx 


pourrait  être  remplacée  par  l'équation 


,(r-ll     Jim- Il 


dx 


c-l)\ 


c'est-à-dire  par  l'équation  (170)  quand  on  y  a  remplacé  z'p  par  sa  valeur  tirée  de 
l'équation  ci-dessus. 

Mais  si  l'on  différentie  l'équation  (170),  on  a 

On  peut  encore  éliminer  3J/'1  au  moyen  de  la  relation  — - j —  =  zlp  et  l'on  aura 
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finalement  le  système 


(  r  72  i 


d^ 

dx 

= 

zi  1 

dzjç 
dx 

= 

zki 

dzn 
dx 

= 

z'„, 

-       i         ,  , •/,         ,        .  •  •  ,       7- 


dx 


dzf* 


dx 

qui  renferme  u.,  +. . .+  ( pt/i- —  1)  +.  .  .+  [/.„  équations  à  autant  d'inconnues. 

Le  système  (172)  est  équivalent  au  système  (169)  puisque  toutes  les  conditions 
fonctionnelles  de  ce  dernier  système  sont  satisfaites  dans  le  système  (172). 

En  continuant  ainsi,  on  peut  être  ramené  à  un  système  complètement  algébrique. 
Nous  écarterons  ce  cas. 

Donc,  en  général,  tout  système  de  n  équations  différentielles  à  n  inconnues 
peut  être  ramené  à  un  système  de  la  forme  dite  de  Jacobi. 

(.73)  />.(.r,/.,J2.  ■■■>y>»<^)  =  °  (À  =  ,,?.,  ...,,»)• 

126.  En  résolvant  les  équations  (1 63)  par  rapport  aux  dérivées  qu'elles  renfer- 
ment, on  pourra  mettre  le  système  sous  la  forme 


dx 


fl(x,  j'i,  .  . . ,  y  m  )  (X  =  1,  2,  3,  . . .,  m). 


Le  calcul  est  particulièrement  intéressant  dans  le  cas  où  le  système  (173)  est 
algébrique,  c'est-à-dire  lorsque  les  fonctions  F  sont  algébriques,  entières  et  ra- 
tionnelles par  rapport  à  toutes  les  lettres  qu'elles  renferment. 

Mettons  les  équations  (1  73)  sous  la  forme 


(>74) 


Yi'-+-/u  (&>  yu  ■■•,y/«)YÏ'    '  -+-  -..-t-  /iv,    (x,yu  ...,ym)  =  o, 
yi'm-^-fm\{^,yu  ■  ■  ■ ,  ym^'m"1-^--  ■  ■  +  /mï„(^,  yu  •  •  ■ ."  y  m  )  =  O, 


ou  1  on  a 


dx'' 


Posons 

('75)  t  =  r,lYl 
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les  quantités  a  étant  des  indéterminées  et  formons  l'équation 

(176)  (t-tl)   ...(t-ty)  =  0, 

où  N  =  V|  v2  ...  v,„  représente  le  nombre  des  combinaisons  des  éléments  des 
solutions  des  équations  (i"4)-  L'équation  (176)  est  rationnelle  par  rapport  aux 
coefficients  des  équations  (174),  car  son  premier  membre  est  une  fonction  symé- 
trique des  racines  de  ces  équations.  On  peut  donc  calculer  les  coefficients  de 
l'équation  (176)  et  la  mettre  sous  la  forme 

(•77)  R(0  =  <?<>(»,  Y\ ym)^^...^  gy{x,yu  ...,ym)  =  o, 

où  les  g  sont  des  fonctions  entières  des  lettres  qu'ils  renferment. 
Prenons  maintenant  d'autres  constantes  b  et  posons 

(178)  tt=  bx  Y1  +  ...+  bmYm, 

ce  qui  donnera  N  fonctions  ut,  u2,  .  . .,  «N.  Il  est  évident  que,  quel  que  soit  p  entier 
et  positif,  l'expression  tptu,  +.. .+  t^us  sera  une  fonction  symétrique  des  racines 
des  équations  (174)  et  s'exprimera  rationnellement  en  x,  yt,  ...,  ym.  Posons 
alors 

lu,         +...+  H.1        =  ui0(x,  yt,  . . .,  ym  ), 

)  utt,     +...-v-«s«n     =  tû)(a7,  yu  ...,ym), 
('79)  |    t 

1   Ki*?-1-+-..  .+  Ka<J3-,=  tus_i(;r,  jKi,  ••■,7m). 

et  multiplions  ces  équations  par  des  facteurs  indéterminés  ÀN_,,  \N_,,  . . .,  A,  et^3; 
nous  aurons,  après  addition, 

(180)  UiQ(«i)  +. .  .-t-  us  Q(tx)  =  ,?i«s-i+  XiWs-ï-i-.  • ,+  An_iWo, 

à  condition  que  0  soit  déterminé  par  la  relation 

5-0  «S_I  +  X,  £*-2  +  .  .  .  H-  XN_i  =  Q(  i). 

Déterminons  maintenant  les  X,  de  sorte  que  l'on  ait 

Q(#i)  =  o Q(ta_,)=o,        Q(ïa+i)  =  o,         -..,        Q(*N)  =  o, 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  condition  que  Q(t)  qui  est  du  degré  N  —  1  en  /, 

1  ,  1         •        1    •  R(n     ,      .   ]• 

et  dont  on  connaît  les  racines,  devienne —,  c  est-a-dire 

t  —  fa 
£„(*-'-+-  (gi  +  g-ota)^-2-^-  •  ••+-  On-1  +  ^-!'»+.  •  ••+-  go$T1)- 
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Alors,  en  tenant  compte  de  l'équation  de  définition  de  Q(f),  nous  aurons 

/    X,=  ffi+  ffota, 
"80 

(    Xj»  -l  =  £-.N_i -t- £\N-2  £(*+•■•  +^0  'a"'- 

En  outre,  l'équalion  (180)  deviendra 

_    g-p  (l).\_i  -+-  ^!  U)>'_2  ■+-  .  ■  ■  H-  Xs-1  tl)p 

"(M 

Puisque,  d'une  part,  les  À,  d'après  les  équations (î  8 1),  sont  des  fonctions  entières 
de  t-j.  avec  des  coefficients  entiers  en  .r,  y,,  ...,  j)',„  et  que,  d'autre  part,  d'après 

l'équation  =  û(f),  on  a 

on  voit  que  ua  prendra  la  forme 

,  8  «.      „    _  Si(x,y„  ...,y,n)tl-i-hSî(x,yl,  .. .,  y,,,)^-^.  ..-hS^fx,  yu  ■■■,;„) 

R'(<«) 

où  les  S  sont  rationnels  et  où  R'(fa)  ne  dépend  pas  des  constantes  b  renfermées 
dans  «a.  En  outre,  à  cause  de  l'indétermination  des  constantes  a,  on  peut  sup- 
poser que  R'(£a)  n'est  pas  nul. 

Si  l'on  supposait  R'  (ta)  =  o  il  y  aurait  deux  racines  égales  dans  l'équation  (177) 
et,  par  suite,  une  relation  algébrique  entre  .r,  yK,  y2,  •••,  y,,,,  ce  que  l'on  ne 
suppose  pas. 

Soit  Y)a,  ..  .,  Y,„a  la  combinaison  des  solutions  des  équations  (174)  qui  corres- 
pond à  /a  et,  avec  des  choix  quelconques  des  constantes  b,  formons  les  m  équa- 
tions 

/       «iYi«     -t-..,-t-      amYma     =  t'a, 

buYia    -+-...+     bmlYma    =        S„^-' -+-...  +  Sm       fR'(ta). 

(ibj)  ! 

'  6,,,„_1Yla-i-...-i-6,„,m_1Y,„a=S1,,„_1ï~-1-)-...H-SN,„J_1:R'(^). 

Nous  pouvons  construire  les  formules 

Ypa=  Alp^_1  +  -  •  --t- A»p:R'(*a). 

où  les  A  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x,  y,,  . .  .,  ym  et  R'(a)  une  fonction 
entière  de  degré  N —  1  en  ta,  avec  des  coefficients  fonctions  entières  des  mêmes 
lettres. 

Donc,  les  branches  Y,a,  . .  .,  Y,„a  des  fonctions  algébriques  Y( ,  . . .,  Y,„  de  x, 
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y,,  ...,ym  sont  formées  de  fonctions  rationnelles  d'une  seule  fonction  algé- 
brique ta  et  de  ces  grandeurs  x,  y,,  .  ..,  ym. 

Les  coefficients  s'expriment  rationnellement  au  moyen  de  ces  quantités,  et  à 
chaque  combinaison  de  branches  correspond  une  valeur  de  t,  solution  de  l'équa- 
tion (177)  et  réciproquement.  De  plus,  la  forme  des  expressions  obtenues  est 
indépendante  de  l'indice  a  de  t. 

127.  Soit  g(x,  y,,  y.,.  ..  -,ym)  le  plus  petit  dénominateur  commun  des  fonc- 
tions A,p,  . . .,  ANp  (p  =  1 ,  2,  . . .,  m),  on  aura 

.     _  ff-x9{x,  yt y,,,) 

g{*,yi,  ■■■, ym) 

et  gag  et  g  seront  des  fonctions  entières.  On  pourra  donc  écrire 

V  &  1 p  ' a        ■    .->  2  p  '  a      ~+"  •  ■  ■    ■     "N'P 

et,  si  l'on  pose  gR(t)  =  G(x,  t,y,,  .  . .,  ym),  on  aura,  puisque  g  ne  dépend  pas 

de  /, 

Ypa=    Gp(x<ta,y„  ...,ym)  ^ 
dG(x,  ta,yu  .  .  . ,  ym )  ' 


où  Gp  sera  une  fonction  de  x,  ta,  y{,  . .  .,y„„  du  degré  N  —  1  en  ta.  En  revenant 

,r        dy 
a  notation  Y  =  -f-,  nous 
ax 

Le  système  différentiel 


à  la  notation  Y  =  ~,  nous  aurons  ce  théorème 
ax 


fh\*>yu  •■■'^""^)  =°  (*  =  «,»,  ...,m), 

du  degré  vx  en  -^-,  peut  être  remplacé  par  les  y,,  v2,  . . . ,  v,„  =  N  systèmes  sui- 
vants, chacun  équivalent  au  précédent 

1  o  /  *  dy\  Q\  < x,  ta,  y, ,  .  .  . ,  y,,,  ) 

('84;  -~  =    ,  *,      °"-r" >-S»tL.  («  =  1,2 N), 

M  a  (j(  X,  ta,  JK| ,  .  .  . ,  y  m  ) 

où  G,,  Go,  .  ..,  G,„  50«<  c/es  fonctions  entières  et  oh  ta  représente  successive- 
ment chacune  des  N  solutions  de  l'équation  du  Ni6me  degré 

G(x,  t,yu  ...,ym)  =  o. 

Les  fonctions  G, ,  . . .,  G,„  5o/««  du  degré  N  —  1  e«  ?a.  La  forme  (184)  est  dite 
de  Jacobi  ou  cfe  J/.   Weierstrass. 
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128.  On  peut  décomposer  G  en  facteurs  irréductibles  en  t.  Supposons  que  ta 
annule  le  facteur  g(x,  t,  y,  ...,ym~),  on  aura 

G  =  g  x  h(x,  t,yu  ...,yn), 

et  /(  ne  sera  pas  nul  pour  t  =  ta.  On  aura,  par  suite, 

dG_     dg-  dh 

ât    ~~      ~dï  ~^°~àt' 
et  pour  /  =  t-x 

—  -  h  d" 
àta  ~     dta' 

On  en  déduira  la  formule 

Y     _  Gp(.r,  ia,yt,  ...,ym)  , 

dta 

Soit  n  le  degré  en  t  de  l'équation  g  =  o  et  soient  ta,  1$,  ...,  t^  ses  solutions, 
on  aura 

'  Gp(<g)  =  Gp(<a)x/;(^)x...x  /i(^) 
/i(<«)  h{ta.)X  h(tp)x...x  ACfp.; 

et  Je  dénominateur  sera  une  fonction  entière  symétrique  des  racines.  11  s'exprimera 
rationnellement  en  x,  j',,  ...,ym.  Le  numérateur  renfermera  une  fonction  en- 
tière symétrique  des  racines  de  l'équation  et  — - — —  s'exprimera  rationnellement 

en  x,  jKt;  •  •  ■)  ym-  Le  numérateur  pourra  même,  au  moyen  de  l'équation  g  =  o, 
être  abaissé  au  degré  n  —  ï  en  /a.  On  aura  donc  la  formule 

Y        gf(x,toL,yu  ■■■,ym) 

1  pa : • 

ûg_ 

àta 

D'où,  comme  conclusion  générale,  le  théorème  suivant  : 

Décomposons  le  polynôme  R(<)  en  facteurs  irréductibles  g,,  g2,  ■  . .,  gG. 
Le  système  différentiel  proposé  pourra  être  remplacé  par  les  systèmes  équi- 
valents suivants,  au  nombre  de  N  =  v( ,  v2,  . . . ,  v,„ 

(.85)  p  =  q*<*1ttpy1 ym)  _        (*  =  ,,„,...,,), 

dx  àgk 


àt/c 


où  gît,  g  fa,  ...,  g/sm  sont  des  fonctions  entières  de  leurs  lettres  et  où  Z>p  est 
successivement  remplacé  par  chacune  des  racines  de  chacune  des  équations 
irréductibles  ^  =  o. 
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Il  est  important  de  remarquer  que  la  réduction  pratique  du  système  (i;4)  au 
système  (184)  est  toujours  possible,  mais  que  le  passage  au  système  (i85)  n'est 
pas  toujours  praticable,  à  cause  de  la  décomposition  effective  du  polynôme  R(/) 
en  ses  facteurs  irréductibles.  On  a  donc  seulement  démontré  l'équivalence  des 
systèmes  (174)  et  (1 85).  Nous  ajouterons  que,  dans  une  équation  irréductible  telle 
q«e  gk=o,  on  peut  passer  d'une  solution  t  à  toutes  les  autres,  d'une  manière 
continue  en  faisant  décrire  certains  chemins  fermés  aux  variables  x  et  y.  Donc 
les  systèmes  (1 85),  qui  correspondent  aux  diverses  solutions  d'une  même  équa- 
tion gk  =  o,  peuvent  être  représentés  par  un  seul  d'entre  eux  et,  par  suite  : 

Le  système  (i;4)  peut  être  représenté  par  les  7  systèmes  différentiels 

1  186  )  clZ±  =  ^a(T,lx,yx ym) 

dx  dffk 

01) 

où  ty  est  une  quelconque  des  solutions  des  1  équations  algébriques 

Sk=o  (*=!,»,...,*)■ 

La  théorie  que  nous  venons  de  faire  est  générale.  Le  cas  particulier  qui  nous 
intéresse  est  celui  où  les  équations  finales  (184)011(186)  ont  leurs  seconds  mem- 
bres fonctions  linéaires  et  homogènes  de  y,,  y,,  ....  ym.  L'étude  de  ces  équa- 
tions a  été  faite,  dans  tous  les  Chapitres  précédents,  sous  la  forme  (A)  du  Cha- 
pitre I. 

129.  Puisque  nous  avons  donné  la  théorie  de  la  réduction  à  la  forme  canonique 
des  systèmes  algébriques,  il  ne  nous  semble  pas  inutile  d'y  joindre  les  premiers 
principes  de  V irréductibilité  de  ces  systèmes. 

Soient 

""-"■g ^'I^" ~> 

les  équations  d'un  système  algébrique  où  t,  est  une  racine  choisie  de  l'équation 
G  =  o. 

Supposons  qu'il  existe  une  solution  y, , ,  . . .,  rtm  dont  v  des  éléments  satisfassent 
à  une  relation  algébrique  telle  que 

(l87)  /(*,!>!,    ...,7)v)  =  0. 

Si,  dans  les  équations  (184),  et  avec  les  conditions  G  =  o  et 

(,88)  /(*,J'i,...,J'v)  =  oI 

on  élimine  yv,  par  exemple,  on  obtiendra  un  système  différentiel  à  m  —  1  équa- 
3-  21 
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lions  qu'on  pourra  supposer  ramené  à  la  forme  canonique 

d g{x,  Uj.y,,  . ..,  ,rv-|.  r,x, y,„)  dy\ 

"  dii[  dx 

=  g\(x,yi,  ••••  J\-i,  >'v-4-i-  •  •■>^/«)     0.  =  r,a,  ...,v  —  i ,  v  -f-  i ,  ....  m), 

et  où  «i  est  une  solution  de  l'équation  g(x,  "j  JKd  •■•)  J'»<)  =  °>  elyii  »  "I21  ■•■>  '4v-i  1 
riv+,  ;  .  .  .,  r\m  formera  une  solution  de  ce  système  (189). 

Réciproquement,  si  une  partie  des  éléments  d'une  solution  r,,  ,7^,  ...,r„„de  (184), 
soit  in,, riv,  forme  une  solution  complète  d'un  système  à  v  équation  s  différentielles 

^"••"'^'■■■'■"^-V^v/, y-,)         (n-i.M n 

où  r,  satisfait  à  l'équation  /;(.<',  v,,y ,  yv)  =  o,  appelons  lx  et  r,  les  valeurs 

de    /,    et   c,    qui   correspondent  à   la   solution  r, , ,    ...,   r,,,,,   on   tirera  des  équa- 
tions (184)  et  (190)  les  relations 


(191) 


I  dO(x,  /,,  r, r,m)  ,    ,      —  \       à  h(x,  y,,  tj, r,v)       /     —  \ 

v  _ — — h\(x,vl,T)l,  ...,tiV)= = Gx(,j.  /i,r,,,  ...,r1/M) 

dt,  dv, 

f  (X  =  i,,ï,3,  ...,v). 

//  jk  awa  c/o/'c  rfes  relations  algébriques  entre  les  éléments  de  la  solution 
'lii  •••,  '1m,  à  la  condition  que  les  équations  (191)  ne  soient  pas  toutes  identiques, 
c'est-à-dire  que  les  v  premières  équations  du  système  (1 84)  ne  renferment  que 
•),,  ...,  y.,;  alors  elles  formeraient  elles-mêmes  un  système  différentiel  à  v  équa- 
tions. Écartons  ce  dernier  cas,  et  éliminons  de  l'une  des  équations  (17D,  de 
l'équation  G=  o  et  de  l'une  des  relations 

la  quantité  ym  ;  nous  aurons  un  système  différentiel  à  m  —  1  équations,  admet- 
tant la  solution  rM,  r,.,,  ...,  yi,„_,  et  dont  la  partie  v-, , .  ...,  r,v  forme  encore  une 
solution  de  (190).  Opérons  sur  ce  système  km  —  1  équations  comme  on  a  fait 
pour  le  système  précédent,  nous  obtiendrons  un  système  à  m  —  2  équations,  etc. 
et,  finalement,  nous  aurons  un  système  de  v  équations  de  la  forme 

dU(xu  T,,  ri,  ...,  vv)  dy\  ,  A 

où  T|  satisfait  à  la  relation 

(i93)  H(^T„/„...,/v)  =  o. 
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Ce  système  admettant  la  solution  y,,.  .  ..,  riv,  commune  avec  le  système  (180), 
on  tirera  de  (1  g3)  et  (190) 

,      ..  à  II  (x,  Ti,  r., r,v)  ,     ,      —  \        àh  „ 

(194)  "J." —ha{x,  (>„r(„  ...,rlV)=  -=Ha  (*=l,a,  ...,-v), 

(JTî  dp, 

où  T,   salisfait  à  la  relation 

(195)  H(a;,T7,  t(1,  ...,7jv)  =  o. 

Si  les  équations  (ig5)  n'étaient  pas  identiques  en  Y),,  . .. ,  r,v,  on  pourrait  en- 
core diminuer  d'une  unité  le  nombre  des  équations  du  système  (192),  et  alors  une 
partie  rM  ,  . . . ,  t1v  de  la  solution  r, , ,  . . . ,  rlm  du  système  (190)  serait  une  solution 
d'un  système  à  moins  de  v  équations;  mais  nous  supposerons  qu'aucune  partie 
de  la  solution  rlt,  ...,  riv  de  (190)  ne  forme  une  solution  d'un  système  algé- 
brique à  moins  de  v  équations.  En  conséquence,  les  équations  (i g5 )  seront 
identiques,  et,  par  suite,  toutes  les  solutions  de  (190)  formeront  des  parties  des 
solutions  de  (184),  et  il  est  évident  que  l'identité  des  équations  (195)  subsiste 
quand,  au  lieu  de  p(,  on  y  introduit  une  brandie  quelconque  de  la  fonction  im- 
plicite t'(  définie  par  l'équation  //  (x,  c, ,  y, ,  .  .  .,  y,„)  =  o,  et  que  r,, ,  . . . ,  rim  est 
remplacé  par  y,,  .  ..,  ym.  Il  faudra  supposer  quec,  a  suivi  un  cliemin  convenable 
pour  arriver  à  l'une  quelconque  de  ses  brandies. 

De  là  une  définition  de  l'irréductibilité. 

Le  système  algébrique  et  différentiel  de  m  équations  est  dit  irréductible, 
quand  aucune  combinaison  de  moins  de  m  éléments  de  chacune  de  ses  solu- 
tions ne  forme  une  solution  d'un  système  différentiel  de  moins  de  m  équations. 
En  d'autres  termes,  le  système  proposé  ne  fournit  aucune  solution  à  un  sys- 
tème que/conque  de  moins  de  m  équations,  algébrique  et  de  même  forme. 

130.  Revenons  aux  équations  (184)  du  n°  127,  et  appelons  degré  du  système 
le  degré  en  t  de  l'équation  algébrique 

G(.r,  t,  yu  .  ..,ym)  =  0. 

Nous  allons  montrer  qu'un  système  irréductible  de  m  équations  et  de  degré  n 
ne  peut  avoir  aucune  solution  commune  avec  un  système  de  m  équations,  mais 
de  degré  inférieur  à  n. 

Mettons,  en  effet,  ce  deuxième  système  sous  la  forme  canonique 

à  £r(x,  9,  ri,  . . . ,  y  m)  dy\  ,       . 

(-96)  ,9 ^|=^>»./.-.^ 

(X  =  1,  2,  ....  m), 


IÔO  L.    SAUVAGE. 

où  9  est  une  racine  de  l'équation  irréductible  de  degré  v  <  n, 

U9")  g(x,  0,  ki,  ...,/,„)  =  o, 

et  supposons  que  le  système  (174)  et  les  équations  (196)  et  (197)  déterminent 
une  solution  commune  -/),,   .  .  . ,  i\m.  On  aurait 

(.98)  G^,T„r„,  ...,,„,)  ^,6,,,,,  ■■.,„„) 

()G(^,  Tt,  t,i,  ...,  7),„j         à g(so.  S,,  t)i,  ...,  it),„)      v 

dT,  de; 

où  T|  et  0,  représentent  les  valeurs  de  tt  et  9,  qui  correspondent  à  la  solution 
7,1,  .  .  .,  7)m.  D'après  ce  qui  précède,  puisqu'il  ne  peut  y  avoir  de  relation  algé- 
brique entre  les  éléments  d'une  solution  d'un  système  irréductible,  l'équation  (188) 
ou  encore  l'équation 

Gq(x,  tuyu  ...,ym)    _    grtjx,  6i,j-|,  ...,  y,„) 

dG(x,  lt,y„  ...,y,„)  Og(x,  0t,  JK| ,  ■  .  ■ ,  ,K„,  ) 

dix  tJOi 

doit  être  identique  en  ),,  .  .  .,  ym,  et  alors  les  deux  systèmes  d'équations  (184) 
et  (19(3)  se  confondent,  puisque  toutes  les  solutions  leur  sont  communes. 
Mettons  l'équation  (197)  sous  la  forme 

(199)  0;  -j-  i,i,(x,  yu  ...,/,„  )0"1-'  +  .  .  .+  Mv(x,ylt  ...,y„i)  =  o, 

où  les  03  sont  des  fonctions  rationnelles,  et  remarquons  que  la  réduction  d'un 
système  différentiel  à  la  forme  canonique  peut  toujours  être  conduite  de  sorte 

que  t{,  qui  est  une  fonction  rationnelle  de  x,   y,,  ....   ym,  -=Pj  •  •  -,  ~^ ,  soit 

11  '  J    '  J     '   dx  dx 

encore,  au  moyen  des  équations  (186)  et  (199),  rendue  fonction  entière  de  8,  au 
degré  n  —  1,  et  à  coefficients  rationnels  en  x,  y,,  .  .  . ,  ym.  Alors  on  pourra 
poser 

(200)  /,=  Qo(x,yu  ....  ym  )  +  Q,  (x,ylt  .  ..,ym)Ol-h...-hiL,-1(x,y1,  ■  .  ■  ■ ,  ym)(l'r' . 

Alors,  à  cause  de  (189),  ou  encore  en  éliminant  8,,  on  aura  une  équation  du 
degré  v  en  tu  et  les  coefficients  seront  rationnels  en  x,  yK  ,•••',  ym-  Mais  l'équa- 
tion G=  o  étant  irréductible,  il  est  impossible  de  supposer  que  l'équation  (187) 
définissant  8|  soit  d'un  degré  inférieur. 

Gomme  corollaire,  l'équation  G  =  o,  irréductible  en  tu  x,  y{,  ...,  ym,  est 
encore  irréductible  eu  t,,  i\,,  .  .  .,  i\m.  Car,  s'il  en  était  autrement,  le  système 
différentiel  initial  aurait  une  solution  commune  avec  un  système  de  degré 
moindre. 
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Enfin,  il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  si  l'on  considère  un  système  irréductible 
qui  a  une  solution  commune  avec  un  système  du  même  nombre  d'équations  ou 
d'un  nombre  plus  grand,  toutes  ses  solutions  forment  chacune  toute  une  solution 
ou  une  partie  d'une  solution  du  second  système. 

131.  La  théorie  générale  d'intégration  que  nous  avons  exposée  dans  les 
Chapitres  précédents  n'ôte  rien  à  l'importance  de  procédés  particuliers  d'inté- 
gration qui  fournissent  d'ailleurs  de  remarquables  théorèmes. 

Nous  donnerons,  pour  terminer  ce  travail,  quelques  exemples  de  ces  théories 
particulières. 

Nous  avons  appelé  solution  du  système 

dyi 

(A)  dx=  «rt  .Tl  "H  •••-+-  0-in.yn.  (t  =  I,2,...,7l) 

un  ensemble  de  fonctions  y,,  y->,  ...,  yn  satisfaisant  à  ces  équations.  Nous 
appellerons,  par  opposition,  intégrale  du  système  (A)  toute  relation 

(201)  f(*,yi,  •  •■>7«)  =  consi., 

qui  est  identiquement  satisfaite  en  vertu  des  équations  (A),  c'est-à-dire  par  une 
solution  arbitraire  de  ces  équations. 

Si  l'on  connaît  un  système  fondamental  de  solutions  yij,  la  solution  générale 
des  équations  (A)  est  de  la  forme 

(202)  J7=  Cifti-h.  .  .-h  Cnyin, 

et  l'on  peut  résoudre  ces  équations  par  rapport  aux  constantes  arbitraires.  On  ob- 
tiendra ainsi  n  intégrales  linéaires  distinctes 

(203) 

(  »«i  JKi-H. . .  -+-  a„„^K,i=  C„, 

où  les  a  sont  des  fonctions  connues  des  solutions  données  y,j. 

Réciproquement,  si  l'on  connaît  n  intégrales  distinctes,  on  obtiendra,  en  ré- 
solvant les  équations  (2o3),  des  équations  de  la  forme 

(204)  ^,-=C1A/1-f-...+  C/,A,„, 

et,  puisque  les  constantes  sont  indéterminées,  on  peut  faire,  par  exemple, 
C2=  o,  . .  ,,  C„=  o,  et  l'on  voit  que  Ai,  sera  une  solution  du  système  (A).  On 
pourra  donc  mettre  les  équations  (ao/f)  sous  la  forme  (202). 

Posé  au  point  de  vue  de  la  recherche  des  intégrales,  le  problème  de  l'intégra- 
tion du  système  (A)  est  donc  différent  de  la  théorie  générale  que  nous  avons  ex- 
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posée.  On  comprend  qu'il  y  ait  une  importance  considérable  à  rechercher  les 
formes  les  plus  simples  des  intégrales. 

Supposons,  par  exemple,  avec  M.  Darboux,  que  les  coefficients  a  des  équa- 
tions (A)  soient  des  fonctions  rationnelles  de  x.  Il  pourra  exister  des  intégrales 
non  linéaires,  algébriques  et  rationnelles,  tandis  que  les  intégrales  linéaires 
peuvent  être  irrationnelles  ou  même  transcendantes.  Il  y  a  donc  intérêt  à  chercher 
ces  intégrales  de  degré  supérieur.  Nous  allons  montrer  comment  M.  Darboux 
parvient  à  résoudre  ce  problème,  et  en  même  temps  indiquer  les  beaux  théorèmes 
qui  se  rattachent  à  la  question. 

Prenons  d'abord  un  exemple.  L'équation 

d-y         ,  dy 

d.r'1  dx  J 

où  a!  est  la  dérivée  de  a,  admet  les  deux  intégrales  premières  linéaires 


'(r+fiZ) 


c„ 


J  fat  ,-  dy\       „ 


"  dx) 

et  elles  peuvent  être  irrationnelles  ou  transcendantes,  tandis  que  l'intégrale  du 
second  degré 

,■-.£  =  ce. 

est  algébrique  et  rationnelle  quand  a  est  rationnel. 

Considéro'ns  une  intégrale  rationnelle  de  degré  quelconque 

(ao5)  f(*,yi-  ■  ■■,}',<)  =C, 

elle  doit  satisfaire  identiquement  à  l'équation  aux  dérivées  partielles 

àf        àf  àf  , 

(206)        0  =  -±  +  -^{anyl+...+  ainyn)  +  ...+  ^(q,niyl  +  ...+  a,nnyn). 

On  voit  ainsi  que,  si  la  fonction  f  n'est  pas  homogène,  en  la  décomposant  en 
parties  homogènes  en  yt,  .  .  .,  y„,  chaque  partie  égalée  séparément  à  une  con- 
stante donnera  une  intégrale  du  système  (A).  En  effet,  soit 

/  =  /l -+-/•-•-  .;+/*, 

on  aura  identiquement 

(1  =  1,2;  ...,*). 
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Changeons  y  en  ~)y,  el  nous  aurons 

ftCkyi,  ...,Xr„)  =  ^'/«(7,,  ...,yn), 
dfiOylt  ...,ly„)  =  ^àfiiy r»^ 


(  ^.08  )  \ 


df,qyu...,-ky„)  =  ^    _,  <>/,■(  y1;  ...,r») 


et,  A  étant  absolument  arbitraire,  il  faut  que  l'on  ait  séparément 

Nous  pourrons  donc  supposer  que,  dans  l'équation  (2o5),  f  est  homogène  en 

yu  •■-,  y,i- 

Cela  posé,  soit  yij  un  système  fondamental  de  solutions  et  soit 

(211)  //=  C,^,,  H-----t-C„jr,„ 

la  solution  générale. 

On  peut  supposer  ces  valeurs  yi  portées  dans  f(x,  j-'i,  •  .  • ,  y„)  et  f  devra 
rester  constant  après  la  substitution  (21  1). 

Tout  covariant  F  de  /",  multiplié  par  une  puissance  convenable  (négative)  du 
déterminant  de  la  substitution  (21 1),  se  transforme  dans  le  covariant  analogue 
formé  avec  la  fonction  'f(C, ,  C»,  ...,  C„),  où  o(Ct,  C2,  ...,  C„)  est  la  fonction 
indépendante  de  x  qui  résulte  de  la  substitution  (2  1 1)  faite  dans  f(x, yt,  . .  -,JK«)- 

Mais  ce  nouveau  covariant  étant  exprimé  au  mojen  des  constantes  CM  .  .  .,  C„ 
prises  comme  nouvelles  variables,  est  indépendant  de  x,  c'est-à-dire  est  une  con- 
stante par  rapport  à  x.  Donc  enfin  tout  covariant  de  V intégrale  f,  multiplié 
par  une  puissance  convenable  d'une  fonction  connue  de  x,  est  également  une 
intégrale. 

La  proposition  s'étend  au  cas  où  l'on  a  plusieurs  intégrales,  et  où  l'on  considère 
un  covariant  quelconque  du  sjstème  de  ces  formes. 

En  effel,  soient 

fi(x,  y,,  ...,yn), 


fk(x,yu  ...,yn) 


k    formes    intégrales    homogènes     qui    deviennent    par     la    substitution     (201) 
©/(Ci,  .  .  .,  C„),  c'est-à-dire  des  constantes. 

Remplaçons  les  variables  y,,  .  .  .,  y„  par  les  variables  Cn  .  .  . ,  C„  au  moyen 
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de  la  substitution  (21 1).  Nous  aurons  d'abord 

//(*■  C^,  +  .  .  .+  Cnyln,  .  .  .)  =  ?i(Ci,  C2 C„). 

Ensuite  le  covariant  F  de/"(,  f2,  ...,//,  est  une  expression  F(f,,  .  ■  ■ ,  fk)  qui 
se  reproduit  après  la  substitution  (201),  mais  multipliée  par  une  puissance  0"  du 
déterminant  de  la  substitution. 

On  aura  donc,  par  suite  du  changement  de  variables  (211), 

F(/,,  ...,/*)  =  F(?1,  ...,<p/,)3". 

Or  0  ne  dépend  que  de  ./:.  On  voit  donc,  en  revenant  aux  anciennes  variables, 
que 

F(/i,  ...,/*)  x  8-« 

est  une  constante,  c'est-à-dire  une  intégrale. 

Ce  beau  théorème  s'applique,  avec  des  modificalions  convenables,  aux  contre- 
\arianls  de/(x,yt,  ...,yn),  comme  nous  allons  le  montrer. 

Introduisons  pour  cela  le  système  auxiliaire 

(i\-i)  -j-=  —  «i/-i  — «J/-2  — .  .  .—  aniz„  ({  =  1,2,  .  .  .,  n). 

Le  système  (212)  est  dit  réciproque  du  système  (A).  Soient  y, ,  y»,  ...,yn  el 
s,,  ...,  zn  deux  solutions  quelconques  appartenant  respectivement  au  système  (A) 
et  à  son  réciproque  (212),  on  aura 

y\  -î-i-i'a-a-i-.  ■  •  + r«~«  =  const. 

En  effet,  en  dérivant,  on  trouve 

dy\  _    dyn  dz,  ds„  _ 

1  dix       "  '      ""  dx       -s*  dx  ~!~'  "  '  dx   ~~    ' 

et,  si  l'on  remplace  les  dérivées  par  leurs  valeurs  tirées  de  (A)  et(2t2),  on  trouve 
une  identité. 

Il  résulte  de  là  que,  pour  intégrer  le  système  (A),  on  n'augmente  pas  la  diffi- 
culté en  considérant  l'ensemble  des  systèmes  (A)  et  (212).  On  aura,  en  effet,  à 
résoudre  en  plus  un  système  algébrique  de  la  forme 

ynzi  +  . .  .~\-yniZn  =  C,-  (i  =  1,  a,  . .  .,n) 

pour  connaître  la  solution  générale  de  (212)  quand  on  aura  déjà  un  système 
fondamental  de  solutions  de  (A). 
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Or,  si  l'on  pose 

11  =  ZiZiaikZiyk  (i,k  =  1,2,  .  ..,«)> 

l'ensemble  des  systèmes  (A)  et  (202)  revient  à  écrire  le  système  canonique, 
clans  le  sens  classique' du  mot, 

,     „,  dvt       àli  dzt  dïi 

(  2 1 3  )  -^—  =  —  ,  —   = 

dx        dzt  djc  dyi 

Alors,  soient 

fityuy-i,  ...,^»|*i,*i,  ...,x„)  =  ct  (*  =  i,a,...,*) 

k  intégrales  homogènes  en  y,,  .  . .  ,yn  et  en  z{,  ...,zn. 

Toute  forme  invariante  de  ce"  système  d'intégrales,  multipliée  par  une 
fonction  connue  de  x,  est  encore  une  intégrale  du  système  canonique. 

En  effet,  la  solution  générale  de  (A)  est 

(2'4)  yi=C,yil-h...^-Cnyin, 

et  les  intégrales  de  (2o3)  sont 

(2'5)  yuzi+-..-+-yniZ,i=ii  (1  =  1,2,  ...,n), 

car  les  équations  (204)  et  (200)  donnent 

y\*i-+-. .  .-t-yaza  =  C1Y1-1-...+  C„y,j=  const. 

Alors,  si  dans  les  intégrales  on  remplace  y, ,  .  .  . ,  y„,  zl:  .  . . ,  :.n  par  leurs  va- 
leurs tirées  de  (204)  et  (210),  elles  doivent  se  transformer  en  des  fonctions 

<?i[Ci C„  |  ft,  .. .,  y«]  (s  =  1,  2,  . . .,  /.-) 

indépendantes  de  x.  Mais  .(214)  et  (2 1 5)  sont  des  substitutions  linéaires  qui 
changent  les  variables  y  et  z  dans  les  variables  C  et  y.  Donc  toute  forme  inva- 
riante du  système  des  intégrales  f  se  réduira,  quand  on  la  multipliera  par  une 
puissance  convenable  du  déterminant  de  la  substitution  (214),  à  la  fonction  analy- 
tique formée  avec  les  fonctions  cp,-,  c'est-à-dire  à  une  fonction  des  constantes  C 
et  y.  Or,  une  telle  fonction  est  encore  une  intégrale. 

Le  déterminant  de  la  substitution  est  égal,  comme  on  l'a  vu  au  Chapitre  I,  à 
e~s^aadx.  Enfin,  remarquons  que  le  dernier  théorème  démontré  comprend  Ja  fa- 
meuse proposition  de  Poisson  dans  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles. 

132.   Donnons  enfin,  d'après  M.  Appell,  les  principes  essentiels  de  la  théorie  des 

S.  22 
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fonctions  invariantes  des  intégrales  des  systèmes  quelconques  de  la  forme  (A) 
dyt 


(A) 


dx 


=  anyr 


■  aiaytt. 


M.  Appell  donne,  dans  un  sens  très  général,  le  nom  de  fonction  invariante 
de  np  quantités  X,-*  à  chaque  fonction  algébrique  entière  des  variables  qui  se  re- 
produit multipliée  par  une  puissance  de  la  substitution  quand  on  fait  sur  les  va- 
riables une  substitution  linéaire  telle  que 

Xtt=C|1Y1*+...+  CtaY11*. 

Une  pareille  fonction  peut  être  représentée  par  le  Tableau 

[  X„      ...     X,,   ] 


ou  par  la  notation  I 


X„ 


X„, 


(  Xi» 

x,p 


x„. 


ou  par  la  notation  simplifiée  I(X,a),;/,. 

M.  Appell  démontre  les  théorèmes  généraux  suivants  : 

I.  Si  l'on  a  l'identité 

I(X/*)»l,=  D»I(Yit)v> 

D  étant  le  déterminant  de  la  substitution  5  la  fonction  invariante  est  homogène  et 
de  degré  m  par  rapport  aux  variables  d'une  même  ligne. 

II.  On  a  identiquement 

I(X,/,)n/J=0         si        p<n. 

III.  Si  p  =  n,  une  fonction  invariante  est,  à  un  facteur  près  indépendant  des 
variables  X,  une  puissance  du  déterminant 

X„      ...     X,„ 


.1    •••    x„„ 

IV.  Toute  fonction  invariante  est  une  fonction  entière  et  homogène  de  degré  n 
des  n(p — »)  +  i  déterminants  A,  A,^,  AJ;„+I  (j  =  i,  2,  ...,  n)  où  l'on  a  posé 
d'une  manière  générale  (en  supposant/)  >  n) 


A«= 


Xn 


X,,!— ,     X,£     Xi^-i-i 
'•    X„v,-_,    X,a-    X„)14-i 


Xi„ 

x„„ 


SYSTÈMES    D'ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES    LINÉAIRES    ET    HOMOGÈNES. 


167 


On  pourrait  appliquer  ces  théorèmes  à  l'étude  des  systèmes  différentiels  (A). 
Mais,  comme  le  fait  M.  Appell  lui-même,  on  peut  faire  de  ces  systèmes  une 
étude  directe  et  d'ailleurs  très  simple;  nous  allons  le  faire  voir. 

Toute  fonction  algébrique  entière  F  des  éléments  des  solutions  d'un  sys- 
tème fondamental  y ,*  des  équations  (A) 


dyt 
dx 


=  «nJKi-+-. 


■  ainyn 


et  des  dérivées  de  ces  éléments,  qui  se  reproduit  multipliée  par  un  facteur 
constant  différent  de  zéro  quand  on  remplace  le  système  fondamental  de  so- 
lutions par  un  autre  système  fondamental,  est  égale  à  une  fonction  algé- 
brique entière  des  coefficients  a  et  de  leurs  dérivées  multipliée  par  une  puis- 
sance de  l'expression  es<-a^+---+anJdjc. 

D'abord  F  doit  se  reproduire  à  un  facteur  constant  près  quand  on  permute 
entre  elles  les  solutions  yik.  En  effet,  on  peut  remplacer  les  deux  solutions  yi{ 
et  yi2  par  les  deux  solutions  a,yit  -+-  b{yi2  et  a2yiK  +  b2yi2,  pourvu  que  le  dé- 
terminant a,b2—b{a2  soit  différent  de  zéro.  On  prendra  a,  =  0,  b2=o,  a2=i, 
b,  —  1  et  l'on  aura  permuté  les  deux  solution  s  ylK  elyi2.  Alors,  les  deux  fonctions 
entières  F(yil,yi2,  ...,yin),  F(yi2,  yti,  . .  . ,  yin)  ne  différantque  par  un  fac- 
teur constant,  il  faut  qu'on  trouve  dans  chacune  la  solution  yit  avec  les  dérivées 
de  ses  éléments  jusqu'à  un  même  ordre  de  dérivation. 

Donc,  F  contient  les  dérivées  des  éléments  des  solutions  yik  jusqu'à  un 
ordre  de  dérivation  indépendant  de  l'indice  k. 

F  est  une  fonction  invariante  des  quantités  formant  le  Tableau 


yn, 

ym, 

dy  h 
dx 

dym 

dx 

dPyu 

dPyu, 

dxi'  ' 

dxP   ' 

ym,      • 

yn,i, 

dPy,n 

dfynn 

dxP 

dxP    ' 

et  au  nombre  de  n-(p-\-i).  En  effet,  supposons  qu'on  passe  du  système  fonda- 
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mental  de  solution  s  yn,  à  un  autre  système  fondamental  quelconque 

^  ik  =  Guy  n  + ■■.-+■  ^aiy  in- 

11  faudra  que  l'on  ail  identiquement 

„/  di'yu,  dpy„„\  /  rf/'Y,fl  dPY„a\ 

F(rn,  ...,yln,  ...l-^_J...r_-j=HF(Y11>...,YJJ,1  ...,-3—,...,-1-]rj> 

H  étant  une  fonction  des  seuls  coefficients  C  de  la  substitution.  D'ailleurs  ce  fac- 
teur II  est  différent  de  zéro  tant  que  le  nouveau  système  Y,-*  est  fondamental, 
c'est-à-dire  tant  que  le  déterminant  des  constantes  C  est  différent  de  zéro.  Donc  H 
ne  peut  différer  que  par  un  facteur  numérique  A'  d'une  puissance  de  D  et  l'on  a 

II  =  /cD'«. 

On  peut  supposer  Y,  =  y\,  •  •  •,  Y„  =  y„  pour  calculer  h,  et  le  calcul  donne 
immédiatement  k  =  I . 

La  fonction  F  se  reproduit  donc  multipliée  par  Dm  quand  on  fait  sur  les  va- 
riables yih  la  substitution  indiquée.  Donc  F  est  une  fonction  invariante  des 
n'2(p  H-  i)  quantités  du  Tableau  ci-dessus.  Or,  en  vertu  des  équations  proposées 
(A)  et  des  équations  dérivées  qui  ont  même  forme  que  les  équations  (A)  elles- 
mêmes,  on  peut  éliminer  dans  F  toutes  les  dérivées,  et  alors  F  étant  une  fonc- 
tion algébrique  des  seuls  éléments  du  déterminant 

v  =  \ytk\, 

et  ne  s'annulant  qu'avec  lui,  est  précisément  une  puissance  de  ce  déterminant, 
multipliée  par  un  facteur  qui  ne  peut  être  que  zéro  ou  une  fonction  algébrique 
entière  des  coefficients  de  l'équation  différentielle  et  de  leurs  dérivées.  Ce  ré- 
sultat est  conforme  aux  théorèmes  généraux. 

Pour  les  systèmes  de  la  forme  (A),  le  nombre  des  applications  semble  restreint. 
Mais,  pour  le  cas  particulier  d'une  équation  linéaire  d'ordre  n,  on  peut  tirer  de 
là  les  théories  de  l'élimination  et  de  la  transformation  des  équations  différen- 
tielles, comme  en  Algèbre  pour  les  équations  de  degré  n.  Nous  renverrons  pour 
ces  questions  au  Mémoire  de  M.  Appel!. 
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NOTE  SUR  LES  DÉTERMINANTS. 


133.  Considérons  un  déterminant  quelconque  P  dont  les  éléments  sont  repré- 
sentés par  la  notation  ars.  Nous  aurons  les  relations 


(>) 


(2) 


(3) 
(4) 


àaf.s 


à'-P 


dP 

■+ans- =  P, 

OO-ns 

àP 

■  +arll- =  P, 

àarn 

dP 

àP 

•-+-<W^ =  o, 

oa,is 

àP 
àasl 

àP 
•+  O-rii  -5 =  0, 

àasn 

àiP 

d*-P 

oars  àa, 

s                  àa,.s  dars' 

(J2P 

d*P 

àars  dar>S'  àarS'  àa 


Le  déterminant  ^  ^^  de  l'ordre  n  —  i  se  déduit,  au  signe  près,  du  déter- 
minant P  en  effaçant  dans  ce  dernier  deux  lignes,  la  rième  et  la  rnime  et  deux 
colonnes,  la  s,em,i  et  la  s'""10.  Mais  on   peut  aussi  considérer  les  expressions -^- 

àa  rs 

comme  des  déterminants  principaux,  et  l'on  obtient  les  formules  suivantes,  ana- 
logues aux  formules  (i), 

|  a         d'~P      +       -+-  a         ^p       _  _^P_ 
I      s   àarl  àasi  sn  àari  àas/l  ~  àan  ' 


à"-  P 


(5) 


àan  àa$i 
à*P 


à'-P         _     àP 
dari  àasn         àari  ' 


dsp 


àarn  àasi 


dP 


àarn  àasll        àa,.n 


Portons  ces  valeurs  dans  la  seconde  relation  (i)et  tenons  compte  des  équations 
(3)  et  (4),  nous  aurons 


((•') 


an     asl  I       à°p 
arz     asz     à~arl  àas 


»/-,«-!       «*,«-! 


d'-P 


asn     I  d«r,re-j  àasn 
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ou  encore 


<»  p=22 


dara  t)as 


L'équation  (7)  correspond  à  la  règle  de  Laplace  quand  on  développe  le  déter- 
minant P  par  rapport  aux  éléments  de  deux  colonnes  à  la  fois. 

134.  Il  est  facile  de  démontrer  cette  règle  en  général.  On  peut  d'abord  faire 
des  calculs  analogues  aux  précédents,  mais  on  peut  aussi  faire  une  démonstra- 
tion générale  comme  nous  allons  l'indiquer. 

Rappelons  d'abord  que,  pour  former  les  permutations  des  nombres  a,,  .  .  . ,  a„ 
donnés,  on  peut  considérer  d'abord  p  désignées  de  ces  lettres  a,,  .  .  . ,  ap  par 
exemple,  et  permuter  d'abord  ces  lettres.  Puis,  considérant  les  n — p  autres 
lettres,  on  les  permutera.  On  obtiendra  ainsi  T3pT3n_p  permutations,  &/,  étant  en 
général  le  nombre  des  permutations  de  k  lettres.  En  appelant  C£  le  nombre  des 
combinaisons  de  n  objets  p  àp,  on  aura  C£  manières  de  faire  l'opération  précé- 
dente; on  aura  donc 

parce  que  toutes  les  permutations  de  n  lettres  ont  été  comptées  ainsi  chacune 
une  fois  et  une  fois  seulement  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer. 

Toutes  les  permutations  d'un  même  groupe  sont  caractérisées  par  ce  fait  que 
les  p  premières  lettres  sont  les  mêmes. 

Cela  posé,  considérons  un  déterminant  dont  un  terme  quelconque  ait  la  forme 

£#ia,«2as-  •  •  anx„  (E==t')i 

a.,,  a2,  ...,  a„  étant  une  permutation  des  seconds  indices,  et  s  donnant  le  signe 
correspondant  à  cette  permutation.  Dans  tous  les  termes,  on  peut  supposer  que 
les  p  premiers  seconds  indices  sont  toujours  a,,  .  . . ,  a.p  rangés  dans  un  ordre 
quelconque.  Donc,  pour  obtenir  tous  les  termes,  on  pourra  les  déduire  de  la 
permutation 

a,  . . .  xp,        ap+i  . .  .  a„, 

en  permutant  d'abord  les  premiers  indices,  puis  les  n  — p  derniers.  On  ob- 
tiendra ainsi  successivement  les  termes 


ïap-hi,ar+,  ■  ■  -  ««,a„     ^  ±  «m,  •  •  •  aPt«p    , 
s      ^,aia.i  •  •  •  apKp     ap+i,ap-i-i  •  •  •  &n,a„> 
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et  ensuite  les  termes 

E      ^da'a'---al''0lp\  I  2aaP+Uar+t  •••a/ia„J, 

le  signe  e  résultant  toujours  de  la  permutation  a,  .  .  .  a.p  \  ap+l  .  .  .  a.,,,  considérée 
comme  résultant  maintenant  des  deux  permutations  a,  ...  ap  et  a;j+,  .  .  .  a„. 

La  conclusion  à  tirer  de  là  est  la  règle  de  Laplace,  qui  consiste  à  prendre,  par 
exemple,/?  lignes,  à  en  tirer  tous  les  déterminants  possibles  à  p2  éléments,  et  à 
multiplier  ces  déterminants  partiels  par  les  déterminants  complémentaires,  c'est- 
à-dire  par  ceux  qu'on  obtient  en  effaçant,  dans  le  déterminant  principal,  les 
lignes  et  les  colonnes  qui  ont  déjà'servi.  Les  signes  doivent  concorder  dans  le  dé- 
veloppement ordinaire  du  déterminant  principal,  et  dans  le  développement  par 
la  règle  de  Laplace. 

135.  Dans  les  formules  (1)  et  (2),  chaque  dérivée  partielle  - —  est,  au  signe  près, 

le  déterminant  qu'on  obtient  en  supprimant  la  ligne  r  et  la  colonne  s  dans  le  dé- 
terminant principal  P.  En  général,  on  appelle  mineurs  d'ordre  m  les  détermi- 
nants qu'on  obtient  en  supprimant  m  lignes  et  m  colonnes  quelconques  dans  le 
déterminant  principal.  Soit 

n(n  —  i)..  .{n  —  m+\) 

(o )  c  —  

1,  2,  . . .,  m 

le  nombre  des  combinaisons  de  n  objets  m  à  m.  Ecrivons  ces  combinaisons  les 
unes  à  la  suite  des  autres  dans  un  ordre  choisi,  et  numérotons-les  de  sorte  que 
les  numéros  1,2,  ...,  c  caractérisent  les  diverses  combinaisons.  Soient  y  et  S 
deux  quelconques  de  ces  numéros.  Si  dans  le  déterminant  P  on  supprime  tous 
les  éléments  qui  ont  leur  premier  indice  dans  la  combinaison  y,  et  leur  second 
indice  dans  la  combinaison  3,  les  éléments  restants  formeront  un  mineur  quel- 
conque d'ordre  m.  Nous  le  représenterons  par  la  notation  Py™'.  Le  nombre  de 
ces  mineurs  est  évidemment  égal  à  c2,  et  avec  eux  on  peut  former  le  déterminani 


(9)  S<"»  = 


p(m)  p(m) 

'il         •  • •       r  \c 


On  a  pour  les  mineurs  du  premier  ordre  les  plus  simples  combinaisons.  Par 
exemple,  la  notation  P^'  indiquera  qu'on  a  supprimé  la  ligne  /•  et  la  colonne  5. 
Le  déterminant  SJ,"  est  dit  alors  le  déterminant  adjoint  du  déterminant  P, 

Si,  dans  le  déterminant  P,  on  supprime  les  lignes  et  les  colonnes  qui  servent  à 
former  Py^',  il  restera  un  déterminant  d'ordre  n  —  m  qu'on  peut  représenter  par 
le  symbole 


L.    SAUVAGE. 


et  qu'on  appelle  complémentaire  par  rapport  au  mineur  PI™'.  De  même,  le  dé- 
terminant S',,"""'1  formé  avec  les  P^jT^'g  est  dit  complémentaire  du  déterminant 
S""'.  En  particulier,  les  mineurs  complémentaires  des  P^1  sont  les  éléments  eux- 
mêmes  du  déterminant  P. 

Choisissons  les  seconds  indices   dans  la  combinaison   o    formée  de  m  lettres, 
alors  la  règle  de  Laplace  aura  pour  traduction  algébrique  la  formule 


(10) 


P  =  pw'F»-"y  +  Pg'Pl": 


10         —1,-0 


.  _!_  p(m)p(n-m). 


Si,  dans  cette  formule,  on  remplace  3  par  S',  on  introduira  nécessairement  des 
lettres  qui  appartiennent  à  la  combinaison  complémentaire  —  o.  Alors  le  déter- 
minant P  pourra  être  remplacé  par  un  autre  déterminant  où  des  colonnes  seraient 
identiques.  La  formule  (io)  entraîne  donc  la  formule 


(ii) 


o  =  p'/g,'  vii-%  -+- . . .  -+-  p$>  Pi"-^; . 


136.  Comme  applications  des  formules  (xo)  et  (il),  formons  des  produits  de 
déterminants  où  les  indices  (m)  et  (/i  —  m)  seront  supprimés  pour  la  commodité 
de  l'écriture.  Nous  aurons,  comme  première  application,  la  formule 


P_,_2     ...     P_._, 


P_,  _,    P_ 


•••        P-2.-.V 


.        P_,. 


P       O 
O       P 


Pu 

p2.ç 


Pic 

P2C 

p« 


En  particulier,  pour  m  =  n  —  i  et  s  =  n  —  2,  on  a,  en   changeant  les  indices 
n  —  i  et  n  en  i  et  2, 


àciu  da.2*        àciiz  dan  dan  àa^* 

el,  d'une  manière  semblable  mais  générale, 


(12) 


àars  dar'S'        àarS'  àar-s  àars  dar'Si 

137.   Comme  seconde  application  on  a,  de  la  même  manière,  la  formule 
(i3)  S'."')  Sfc'l"'l>  =  PS 

d'où,  en  particulier, 

04)  S'„1»  =  P«-l. 
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Cette  dernière  formule  donne  la  valeur  du  déterminant  adjoint  en  fonction  de 
celle  du  déterminant  proposé. 

138.  Arrivons  à  la  formule  de  Cauchy, 

os)  r$'  =  p^'Qisf  +. . .+ pyr  Qg>. 

Commençons  par  définir  le  produit  R  des  deux  déterminants  P  et  Q  du  même 
ordre.  On  aura,  par  définition, 

(16)  rv.v=pv.lqn-i-...-hpV4agVn, 

en  appelant/?,  q,  ?'  les  termes  des  trois  déterminants;  on  peut  écrire  simplement 

(ij)  ry.v  =  S» (/yi,  ?vi), 

le  signe  de  sommation  S  étant  relatif  aux  seconds  indices  1.  On  aura,  par  suite, 


(18) 


R  = 


S^iig-n)      S"(pug2l)      ...      S"(puq,n) 
S"(PnÇu)     S«(/>2igr21)     ...     S"  (pu  g  ai) 


S"(pnigu)      &"(Pnigu)      ■■■      $>"(Pniqal) 


Supposons  que  dans  R  on  échange  deux  lignes,  par  exemple  les  deux  premières. 
On  aura  l'échange  entre  les  deux  éléments 

&"(pnqn)    et    S"(pilgn)- 

Rien  n'est  donc  changé  dans  le  déterminant  Q.  Au  contraire,  dans  P,  la  suite 

Pu,     Pl-2,      •••,     Pin 


est  remplacée  par 


Pu,    P-l 


Pzn, 


et  inversement.  On  a  donc  échangé  au  fond  les  deux  premières  lignes  de  P. 

D'une  manière  générale,  on  peut  dire  que,  si  l'on  échange  les  lignes  d'indice  i 
et  j  dans  l'un  des  deux  déterminants  P  et  R,  le  même  échange  doit  être  fait  dans 
l'autre  déterminant  pour  que  la  loi 

R  =  PQ 

subsiste.  Si,  au  lieu  des  lignes,  on  considère  les  colonnes,  alors  R  et  Q  seront 
associés  dans  l'ordre  de  ces  colonnes. 

Cela  posé,  considérons  un  mineur  quelconque  Ry™'  de  R.  Amenons  les  lignes 
et  les  colonnes  qui  correspondent  aux  combinaisons  y  et  S  dans  les  premiers 
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rangs.  La  même  opération  devra  être  faite  sur  les  lignes  de  P  et  les  colonnes  de 
Q  et  l'on  aura  toujours 

R  =  PQ. 

11  suffira  donc  de  démontrer  la  formule  de  Cauchy  dans  le  cas  particulier  repré- 
senté par  la  formule  suivante  : 

i  .9)  iv/ï»  =  P'/ï'QV'.'1  -k  •  •+  p\"P  QW- 

Considérons  un  terme  quelconque  de  R',™1.  Il  est  dérivé  du  terme  principal 


par  des  permutations  effectuées  sur  les  seconds  indices.   Il  sera  donc  de  la  forme 

£''ia,  ■  •  •  '■«„,. 

ou  encore  de  la  forme 

^S"(/)II,g,a,,i)-S"(/,2i.  ? a.,l)---  S"(/>„,i,  q*m,i)- 
Son  développement  renfermera  donc  toutes  les  combinaisons 

(A)  Pi|3,  •  •  ■Pm^^qa.y,  ■  ■  ■  7a„,y„„ 

où  B(  . . .  p,«,  Y)  •  •  •  ym  sont  des  combinaisons  quelconques  de  m  des  indices  1, 
2,  ..  .,  n. 

Cela  posé,  R',""  est  un  déterminant,  c'est-à-dire  une  fonction  qui  change  de 
signe  quand  on  change  la  parité  de  l'une  des  suites  des  indices  de  ses  termes.  Il 
faut  donc  que  toutes  les  combinaisons  A  soient  précédées  d'uu  signe  conforme  à 
la  loi  de  leurs  indices.  Mais  alors,  en  raisonnant  comme  pour  la  règle  de  Laplace, 
on  pourra  démontrer  la  formule 

RV?I  =  S±  S(/>,,p,  .  .  .pm$m)S(qai,y,  .  .  .  <7a„„T„,), 

ou  encore,  en  revenant  aux  notations  adoptées, 

p(m)  _  p ( /« I  OC»)  _+.         _i_  puniQtm) 

"il     —   rll     Vil     "t-  .  .  .     ,     I    j  c    V 1  c   • 

139.  Il  nous  reste  à  démontrer  que  le  déterminant  S["l)  est  une  puissance  de 
P.  M.  Francke  l'a  démontré  d'abord  par  une  méthode  directe.  Ensuite,  M.  Bor- 
chardt,  dans  une  Note  ajoutée  au  Mémoire  de  M.  Francke,  a  obtenu  d'une  ma- 
nière presque  immédiate  ce  théorème  important  en  s'appuyant  sur  la  remarque 
suivante  facile  à  démontrer  :  l'expression  entière  et  rationnelle 

(  A^,  -f-  A2a?s-t-. .  .-f-  h.nxn)k 
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n'a  pour  diviseurs  entiers  et  rationnels  que  des  expressions  de  la  forme 

X(Aia?iH-. ..+  A.nxn)V-  (n  =  o,  i,  2,  .. .,  te); 

or  c'est  le  cas  du  déterminant  P*,  où  l'on  peut  appeler  x,,  ...,x„  les  éléments 
d'une  même  ligne  ou  d'une  même  colonne. 
Cela  posé,  la  relation 

Si/"1  Si/'-""  =  P'', 

établie  par  Cauchy,  montre  que  S'™'  est  un  diviseur  de  Ve  et,  de  plus,  un  diviseur 
entier  et  rationnel.  Il  faut  donc  que  l'on  ait 

S'.""  =  À  PV: 

On  trouve  facilement  l'exposant  jji.  et  la  constante  X=  i,  en  cherchant  d'une 
part  la  dimension  de  S"'"  par  rapport  à  une  lettre  quelconque  du  déterminant  P, 
et,  d'autre  part,  en  supposant  P  réduit  à  sa  diagonale  principale. 
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NOTE  SUR  LA  RÈGLE  DE  LAGRANGE. 


140.   Soit  la  fraction  rationnelle 

f(&)  Ai  A2  A„  „„.    . 

(x —  a)'lo(x)        (x  —  a)n        (x  —  a)«-'  x  —  a 

où  <?(x)  n'est  plus  divisible  par  x  —  a. 
Posons  x  =  a  +  h,  nous  aurons 

f^-^-'p  =  Ai+As/i  +  ...  +  A„A»-i+A''ir(fl  +  /0. 
ts  (  «  -t-  h  ) 

D'un  autre  côté,  nous  aurons 

f("1~,lh] r.=[A1-i-A!!A  +  ...  +  A„/l«-i+A«W(a-t-A)] 

(a?  —  a  —  h)h"v(a  -\-  h) 

/;"  L-r —  a       (a? —  a)2  (.£  —  a)"  '-v  J 

Le  coefficient  de  j->  dans  ce  développement,  est 

A,  A2  A„ 


O  —  a)n        (x  —  a)'1-1  x  —  a 

c'est-à-dire  la  partie  du  développement  de  ; ■*   J  ,    .,  qui  correspond  à  la  ra- 

r  rr  (x  —  a)"  <s>(x)     ^  ' 
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